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ABSTRAK. Dalamartikel ini dikaji suatu jenis operator linier yang memiliki
sifat khusus yakni bagian riil dan hasil kali dalam harus bernilai negatif atau
nol. Operator yang memenuhi sifat ini selanjutnya disebut operator
dissipative. Diawal pembahasan artikel ini didefinisikan terlebih dahulu
pengertian operator, yakni suatu pemetaan dari ruang vektor ke ruang vektor.
Jika operator ini memenuhi sifat linier, maka disebut operator linier.
Selanjutnya untuk membentuk operator dissipative, maka operator linier
yang dibahas dalam artikel ini dikonstruksikan pada ruang Hilbert.
Disamping itu akan dibahas pula suatu kondisi dimana operator dissipative
didefinisinikan pada domain yang bersifat dense di dalam X. Akhirnya,
beberapa contoh dan pembahasan diberikan di artikel ini untuk memperjelas
definisi operator dissipative.

Kata Kunci: Operator Dissipative; Dense

1. PENDAHULUAN

Analisis fungsional merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang
membahas tentang ruang-ruang vektor dan masalah pemetaan pada ruangruang vektor.
Pada pembahasan ruang vektor dalam analisis fungsional akan lebih sering dibahas
mengenai konsep kekontinuan dan kekonvergenan pada barisan dalam ruang vektor
sehingga akan ada topologi yang mempengaruhi. Dalam hal ini kata fungsional sendiri
berarti pemetaan dari sebuah ruang vektor ke lapangannya.

Di dalam analisis fungsional terdapat materi tentang operator, salah satunya operator
dissipative pada ruang Hilbert. Operator sendiri merupakan pemetaan dari ruang vektor ke
ruang vektor. Selanjutnya operator dissipative merupakan suatu operator linier bernilai 0
atau negatif. Pada kajian makalah ini akan dikaji terlebih dahulu mengenai definisi operator
linier dan contoh-contohnya sebagai toeri penunjang pembahasan. Pada pembahasan akan
dikaji mengenai operator dissipative pada domain dense.

Selanjutnya dijelaskan mengenai kajian teori meliputi ruang metrik, ruang vektor,
ruang bernorma. ruang innerproduct, ruang Hilbert dan operator linier yang meliputi
definisi dan contoh dengan penjelasan sebagai berikut.

Definisi 1.1 [2] Ruang metrik adalah pasangan (X, d) dengan X himpunan tak kosong dan
d fungsi jarak pada X yang merupakan fungsi yang terdefinisi pada X X X sedemikian
hingga untuk setiap x, ¥, z € X memenuhi :

i. d(x,y) = 0 untuk setiapx,y € X,

ii. d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y untuk setiapx,y € X,

iii.  d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x, ¥ € X dan

iv. d(x,y)<d(x,z)+d(z,Y) untuk setiap x,y,z€X.
Contoh 1.2: (X, d) dimana X merupakan himpunan bilangan riil (R) dengan
d(x,y) =|x—yl,x,y €R.

Selanjutnya dijelaskan mengenai ruang metrik yang lengkap dimana ruang metrik

lengkap disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy di ruang metrik konvergen.
Kelengkapan ini berlaku pada ruang Hilbert juga.
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Definisi 1.3 [3] Ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalam ruang
tersebut konvergen.

Contoh 1.4: himpunan bilangan real [R merupakan ruang metrik terhadap metrik d dengan
definisi metriknya sebagai berikut:
d(x,y) =|x —y|.denganx,y € R

maka (R, d) lengkap.
Definisi 1.5 [4] Ruang vektor V' adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan
dua buah operasi, yaitu penjumlahan vektor di dalam V' dan perkalian anggota vektor pada
V' dengan bilangan skalar pada suatu lapangan F. Terhadap kedua operasi ini, ¥V memenuhi
semua sifat berikut :

i.  (V.+) merupakan grup komutatif

ii.  (V,-)dengan suatu lapangan F maka memenuhi :
(a+f)u=cau+ Pu.
a(u +v)=au +av.
(afu = a(Bu)

d 1l-u=u.

Untuk setiap u, v € V dan «, § € F merupakan bilangan skalar dari suatu lapangan.

c o

Contoh 1.6: R3merupakan ruang vektor atas [R dengan memenuhi sifat-sifat ruang vektor.

Definisi 1.7 [2] Ruang bernorma X merupakan ruang vektor dengan suatu norm yang
terdefinisi didalamnya. Norm pada ruang vektor X adalah pemetaan bernilai real pada X
dengan nilai di suatu x € X dinotasikan
Ixl ; dibaca "norm dari x".
Dan memenuhi sifat — sifat
i. |lxll=o0,
ii. ||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0,
iii.  [Jax]|| = |a|||x]|, serta
iv. |lx+ vyl <llx|l + |I¥ll. (pertidaksamaan segitiga) dengan x,y € X
dan ¢ adalah bilangan skalar.
Norm pada X dapat mendefinisikan metrik d pada X dengan definisi
d(x, y) = llx = yll.
Contoh 1.8 : Ruang £, yang merupakan himpunan semua barisan bilangan kompleks yang
terbatas dengan definisi norm yang diberikan
l|x|| = sup|x| dimana x = (x,) € £,
k

merupakan ruang bernorma.

Definisi 1.9 [2] Ruang innerproduct merupakan ruang vektor X dengan innerproduct
terdefinisi pada X . Innerproduct pada X merupakan pemetaan dari X X X ke lapangan F
dari X, dengan setiap pasangan x dan y yang dihubungkan dengan skalar ditulis
{x, )

dan disebut innerproduct dari x dan y, sedemikian sehingga untuk setiap X, y, Z dan skalar
a, diperoleh

L x4y, z)={x,z)+ (v, z)

ii. {ax,y) = a{x, y)

iii. {x, y) = (¥, x)

iv.{x,x) =0

{x,x) = 0 jika dan hanya jika x = 6.

Innerproduct pada X mendefinisikan norma pada X dengan definisi

lx 1l = {x,x)
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dan mendefinisikan metrik pada X dengan definisi

deoy) =llx—yll= J{x-yx—y)
Contoh 1.10 : Ruang £, yang merupakan himpunan semua barisan bilangan riil (xn)
sedemikian hingga Ef:l |xn|2 < ©o. Dengan definisi innerproduct yang diberikan
{x,y) = Y=y %) untuk setiap x = (x1), ¥ = (Vi) € £ merupakan ruang
innerproduct.

Definisi 1.11 [S] Ruang innerproduct yang lengkap disebut ruang Hilbert.

Contoh 1.12 : Ruang £, yang merupakan himpunan semua barisan bilangan riil (xn)
sedemikian hingga E:’zl |xn|2 < ©0. Dengan definisi innerproduct yang diberikan
{x,v) = Yp_q X3V untuk setiap x = (x), ¥ = (V) € €, merupakan ruang
innerproduct yang lengkap.
Definisi 1.13 [2]
Suatu pemetaan pada ruang vektor ke ruang vektor disebut operator.
Definisi 1.14 [2]
Operator Linier T adalah operator yang memenuhi
1. Domain D(T) dari T adalah ruang vektor dan range R(T) berada di ruang
vektor atas lapangan yang sama.
2. Untuk setiap x, ¥ € D(T) danskalar a
T(x+y)=T(x)+T(Q)
dan
T(ax) = aT (x)

operator T: X —= Y disebut operator dari ruang X ke Y. Sedangkan T: X — X merupakan
operator yang memetakan ke dirinya sendiri atau juga sering disebut Operator X dengan
domain dan kodomain yang sama.
Contoh 1.15

Diberikan suatu pemetaan ruang vektor T': R* — R? dengan T(x,y,2) =
(x —y + z,0). Maka operator T merupakan operator linier.

2. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan dalam kajian ini adalah teori pustaka. Dalam teori
pustaka ini meliputi mencari dan mempelajari referensi tentang operator linier khususnya
operator linier dalam ruang Hilbert. Selanjutnya mencari dan mempelajari referensi tentang
teori operator dissipative dan operator dissipative pada domain dense.

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Pembahasan akan dijabarkan tentang definisi operator dissipative. Selanjutnya akan
diteliti tentang operator dissipative pada domain dense dengan penjelasan sebagai berikut.

Definisi 3.1 [1] Untuk setiap x, ¥ € X, derivatif berarah dari norm didefinisikan

o1
T+ (0 y) =limo(llx + hy[| — llx]|)

dan

o1
t- (o y) = limo (llx + hyll = llxID.
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Definisi 3.2 [1]

Diberikan A suatu operator pada X. Maka A disebut dissipative jika dan hanya jika

7_(x, Ax) < 0 untuk setiap x € D(4). Jika X merupakan ruang Hilbert maka diperoleh

bentuk sederhana Re{x, Ax} < 0 untuk setiap x € D(A).

Contoh 3.3

Diberikan A suatu operator pada R™ dengan innerproduk yang didefinisikan dengan
A(x) = —I(x) = —x untuk setiap x € R"

Ditunjukkan operator 4 tersebut dissipative.

Bukti :

Diketahui bahwa A (x) = —I(x) = —x untuk setiapx € R™. Untuk sebarang skalar a, 8

dan x, y € R", terlebih dahulu ditunjukkan operator A merupakan suatu operator linier.

Alxa +yB) = —I(xa + yB)

= —(xa + yp)
= —xa - yp
= —ax — By

=—al(x) = BI(y)
= aA(x) + pA(x)
Selanjutnya ditunjukkan bahwa operator A dissipative.
(x,Ax) = x- Ax = x - (—x) = —||x||?
sehingga nilai Re{Ax, x) = —||x||2 < 0. Oleh karena Re{Ax, x) < 0 dapat disimpulkan
bahwa A merupakan operator dissipative.

Contoh 3.4
-1

) :ﬂ dengan A:C% — C2. Didefinisikan

Diberikan operator linier metrik A = [
innerproduct

(u,v) = w7V +u, vz
untuk setiap ¥ = (uy,u,), ¥ = (v;,v,) € C? dan x = a + bi. Ditunjukkan bahwa
operator A tersebut dissipative.

Bukti :
Diketahui operator linier metrik A = [_11 _ﬂ dengan A: C? = C2. Diambil sebarang

x € €% dengan X = (x;,x,), maka

_ 41 —177*1] "2
(Ax,x) = ([ 1 —1] [3\52]’ [XZ])
Y s 2 B
- ([ Xy — Xy ]’[le)
dengan menggunakan definisi innerproduct diperoleh
= (—x1 —x2)% + (01 — x2)%3
= XX = XXy + XX — XXy
==l [* — % + 0,7, — |1, ]
karena X; = ay + byi,x, = a, + b,i.%] = a; — byi,X; = a, — byidan |x]? =
a? + b? maka diperoleh
; 2 . . . .
_(alz + b, ) — (a, + byi)(ay — byi) + (a, + byi)(a; — byi)
—((122 + bgz)
=—a,2—b," — a2 = b," — (aya, + aybyi — aybyi + by by)
+(a1a2 - albzi + azbll + ble)

. . 2 . X
=—a,?—a,?—b"—b," —aya, —ayb,i +a,bi —b b, +a,a,
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—a,b,i +a,b,i + byb,
—(a;2+ a,2) — (b,* + by?) — a1 byi + aybyi — aybyi + ayby i
—(a,2 + a,2) — (b,* + b,%) — 2a,b,i + 2a,b, i

= _(alz + a22) - (b12 + bzg) —2(a;b, —ayby)i
sehingea nilai  Re{dx,x) = —(a,% + a,?) — (blz + bgz) < 0. Oleh karena
Re{Ax,x) < 0 dapat disimpulkan bahwa A merupakan operator dissipative.
Proposisi 3.5 [6]
Misalkan A: = D(A) — X merupakan dissipative, dengan D(A) dense dalam X. Maka A
memiliki suatu perluasan tertutup yang mana juga merupakan dissipative.
Bukti :
Salah satu perluasan tersebut adalah operator A yang grafiknya merupakan closure dari
grafik A. Terdapat suatu barisan (z,,) dalam D(A) sedemikian sehingga Zy = Z
dan Az, — y untuk suatu y € X. Misalkan terdapat barisan lain (z,") dalam D(A4)
dengan z,," = z, dan Az," — v untuk suatu v € X. Karena D(A) dense diperoleh y =
v. Jadi, A tertutup. Selanjutnya ditunjukkan bahwa A merupakan dissipative. Jika Z, €
D(}T) maka terdapat suatu barisan (z,,) dalam D(A) dengan z,, — 2, dan Az, = Az,.
Kemudian diperoleh Re(Azg,z,) = ’{1_’11;) Re(Az,,z,) <0 maka A merupakan

dissipative.
4. SIMPULAN

Berdasarkan hasil dari kajian diperoleh bahwa suatu operator dikatakan operator
dissipative jika bagian riil dari (Ax,x) bernilai 0 atau negatif yang dinotasikan
Re{Ax,x) < 0. Kemudian suatu operator dissipative pada domain dense juga merupakan
suatu operator dissipative berdasarkan proposisi yang menyatakan bahwa jika A
merupakan dissipative dengan domain dense, maka A memiliki suatu perluasan tertutup
yang mana juga merupakan operator dissipative.
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