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Abstrak

Operator adalah suatu pemetaan dari ruang vektor ke ruang vektor. Jika operator ini memenuhi
sifat linier,maka disebut operator linier. Dalam artikel ini akan dikaji mengenai suatu jenis operator
linier tertentu yangdidefinisikan pada ruang Hilbert dan memiliki sifat bagian riil dari hasil kali
dalamnya harus bernilai positif ataunol. Selanjutnya operator yang memenuhi sifat ini dinamakan
dengan operator accretive. Selain operatoraccretive akan dikaji pula suatu jenis operator linier
vang memiliki sifat hasil kali dalamnya dari bentuk tertentuharus bernilai positif atau nol. Operator
ini disebut operator non negatif. Untuk memperjelas karakteristik darikedua jenis ini masing-
masing akan dibahas secara rinci dan diberikan contoh. Disamping itu hubungan antaraoperator
accretive dan operator non negatif juga merupakan salah satu pokok bahasan yang menarik.
Olehkarena itu artikel ini juga membahas hubungan keduanya. Dari hubungan antara operator
accretive dan operatornon negatif akan diperoleh suatu pernyataan bahwa jika T adalah suatu
aperator accretive maka T merupakanoperator non negatif, namun demikian hal ini tidak berlaku
sebalilnya. Akhirnya hubungan kedua operatortersebut dinvatakan dalam suatu teorema yang akan
menjadi inti kajian dari artikel ini.

Kata Kunci: Acrretive, Non negatif, Operator.

1. PENDAHULUAN

Analisa fungsional adalah cabang dari ilmu matematika yang membahas
berbagai macam teori dasar matematika. Salah satu tinjauan pokok dari analisa
fungsional yaitu mengenai operator. Operator membahas tentang pemetaan
yang mengawankan ruang vektor ke ruang vektor. Ruang vektor adalah
himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan suatu operasi penjumlahan dan
perkalian pada skalar pada suatu lapangan. Pada pembahasan ruang vektor yang
berhubungan dengan ruang metrik dalam analisa fungsional akan lebih sering
dibahas mengenai konsep kekontinuan dan kekonvergenan pada barisan dalam
ruang vektor schingga terdapat suatu topologi atau sifat-sifat yang
mempengaruhi.

Didalam analisa fungsional terdapat beberapa kajian tentang berbagai
operator. Beberapa kajian tersebut diantaraya operator adjoint, operator self-
adjoint, operator simetrik, operator uniter, dan lain lain. Pada pembahasan ini
dibahas mengenai salah satu jenis operator yaitu tentang operator accretivedan
operator non-negatif. Selanjutnya operator accretive merupakan suatu operator
linier yang secara khusus merupakan operator self-adjoint non-negatif dan
operator non-negatif adalah operator yang selalu bernilai 0 atau positif. Pada
kajian makalah ini akan dikaji terlebih dahulu mengenai definisioperator linier
dancontoh-contohnya sebagai toeri penunjang pembahasan. Pada pembahasan
akan dikaji mengenai definisi operator non-negatif, definisi operator accretive,
dan teorema hubungan antara operator non-negatif dengan operator accretive.
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2. METODE PENELITIAN
Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai operator linier yang meliputi
definisi operator linier, dan beberapa teorema yang berlaku pada operator
linier. Operator merupakan pemetaan dari ruang vektor ke ruang vektor. Agar
lebih memahami operator linier maka akan diberikan penjelasan dengan
definisi berikut.

Definisi 2.1 |3]

Suatu pemetaan pada ruang vektor ke ruang vektor disebut operator.

Definisi 2.2 [2]

Operator linier 7" adalah operator yang memenuhi

1. Domain D(T) dari Tadalah ruang vektor dan range R(T) berada di ruang

vektor atas lapangan yang sama.

2. Untuk setiap x, y € D(T)dan skalar a berlaku

T(x+y)=T(x)+T(y)dan T(ax) = aT(x).
Suatu operator T: X — Ydisebut operator dari ruang Xke Y. Sedangkan

T: X — Xmerupakan operator yang memetakan ke dirinya sendiri disebut

operator padaX.

Definisi 2.3|5]

Jika V' dan W adalah ruang vektor dan T' adalah operator. Jika T memetakan

suatu vektorv € V ke w € W, maka dituliskan denganw = T'(v) dan dikatakan

bahwa w adalah bayangan dari volehT dan ruang vektor V' dinamakan domain

T.

Contoh 2.1

Diberikan suatu pemetaan ruang vektor T: R® — R? dengan T'(x,v,2) = (x —

y + 2,0). Maka operator T merupakan operator linier.

Contoh 2.2

Diberikan suatu ruang vektor yaitu £, didefinisikan suatu pemetaan 7: ¢, —

£, dengan T'(xy, x5, ...) = (0, x4, x5, ... ). Maka operatorT merupakan operator

linier.

Teorema 2.4|5]

Misalkan Xdan Ymerupakan ruang vektor atas himpunan bilangan riil. Jika

T: X — Ymerupakan suatu operator linier, maka berlaku

1. T(@) = 6 dengan 0x = Quntuk setiapx € X.

2. T(—x) = =T (x)untuk setiapx € X

3. T(x —y) =T(x) — T(y)untuk setiapx, y € X.

Bukti :

1. Misalkan x € Xdengan kata lain xmerupakan vektor pada X oleh karena itu
berlaku 0x = 8 € Xdengan 0 € R. KarenaTmerupakan operator linier
sehingga berlaku

TO=TOx)=0Tx)=80

2. Diberikanx € X dan —x € X. Dengan T adalah operator linier sehingga

diperoleh
T(—x) =T((-Dx) = (-DT(x) = —T(x)

3. Diberikan x, y € Xdengan kata lain xdan ymerupakan vektor diX. Sehingga
selisih antar vektor tersebut dapat dinyatakan denganx —y = x + (—1)y.
Oleh karena Toperator linier sehingga

Tx=y) =T+ (DY) =TEO+TEHO») =TE) -TW).
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3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN
Pembahasan akan dijabarkan tentang definisi operator accretive dan
operator non-negatif. Selanjutnya akan diteliti tentang hubungan kedua operator
tersebut, sehingga akan menghasilkan teorema dari hasil penelitian. Pertama
akan dibahas pengenai definisi dan contoh operator accretive beserta definisi
dan contoh operator non-negatif.

Definisi 3.1[1]

Diberikan operator T € L(H)dengan L(H) adalah koleksi operator linier di
ruang Hilbert. Operator Tdisebut accretive, jika bagian riil dari (Tu,u) yang
dinotasikan Re(Tu, u)= () untuk setiap u€H.

Contoh 3.1

Diberikan operator identitas! : H — H di L(H) kemudian didefinisikan dengan
Ix = x untuk setiap x € H. Akan ditunjukkan bahwa operator! tersebut
accretive dengan memenuhi Re{lx, x)= 0

Bukti:Akan dibuktikan bahwa I adalah operator accretive. Diambil untuk setiap
x € H akan berlakulx = x, sedemikian hingga

{Ix,x) = {x,x) = ||x||*> = 0 ,untuk setiap x € F.

Karena Re(Ix, x) = ||x||> = 0 untuk setiap x € H sehingga terbukti bahwa
operator I adalah operator accretive.

Contoh 3.2
Diberikan operator linier metrik T:E _11] dengan T:C? — C2.

didefinisikan inner produk

(w, v} = 2, W1 + z,W;
untuk setiap u = (z,,2,),v = (w;,w,) € C* danz = a + bi. OperatorT
tersebut accretive.

Bukti: Diketahui operator linier metrik T = [1 _11] dengan T:C2? - (2.

Diambil sebarang u € C? dengan u = (z;, z,), maka

_/1 =141 -
Tww=(; T [D
[P T 2] 4
- ([Z‘J + Zz] '[32])
dengan menggunakan definisi inner produk diperoleh
=(z—z)z1 + (21 + 22)75
=(21 —z)z1 + (2, + 2,)2,

=217 — 2371 + 2125 + 227
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_ 2 = = 2
= |z1|* — 2,21 + 2,25 + |2,

karena z, = a, + b,i, z; = a, + b;i, Z; = a; — byi, Z; = a, — b;i, dan
2 .
|z |*> = a®+b" maka diperoleh

= a,%+b,* — (ay + byi)(ay — byi) + (ay + byi)(a, — byi) + ay?+b,*
= a,24b,% + a,2+b,” — (aya, + a;byi — aybyi + biby) +
(aia; — a1bi+ azbyi + bib;)
= a2+, + by +by? — aybyi + aybyi — aybyi + aybyi
= (@12 +a?) + (b +b,%) — 2a,byi + 2a,byi

sehingga nilai Re(Tu,u) = (a,°+a,?) + (b12+b22) > 0, maka dapat
disimpulkan bahwa T adalah operator accretive.

Definisi 3.2 |4]

Diberikan operator T € L(H)dengan L(H) adalah koleksi operator linier di
ruang Hilbert. Operator T'disebut non negatif, jika(Tu,u) = 0 untuk setiap
u€eH.

Contoh 3.3
Diberikan operator linier metrik T = [i ﬂ dengan T: C? — C?. didefinisikan
inner produk

(w,v) = 21wy + 2,W3

untuk  setiap u = (zy,2,),v = (wy,w,) EC? danz =a+bi. Akan
ditunjukkan bahwa operatorT tersebut accretive.

Bukti:Diketahui operator linier metrik T:H ﬂ dengan T:C2? - C2.

Diambil sebarang u € ©? sedemikian sehingga Re(Tu, u)> (), maka

M=y ][] )
-Gzl D
dengan menggunakan definisi inner produk diperoleh
=(z +2)75 + (2 + 22)7
=(z1 + )0 + (21 + 22)1
= (21 +2)(7 + 72)

=277 + 2371 + 2175 + 2,7
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= z1* + 2,7 + 2,2, + | 2,].
Oleh karena
zi=a,+bi, zy=a;+byi, Zy=a,—Dbyi, Z; =a; —bzi , dan
lz |? = Ez+b2 maka diperoleh
= a,?+b,” + (a, + byi)(ay — byi) + (ay + byi)(a, — byi) + ay®+b,”
= a,%4b,> + a2 +b,” + (a,a, + aybyi — azbyi + byby) +
(a,a, — a;b,i+ a,byi + byby)
= a2 +ay? + by 2 +b,% + 2a,ay + 2by b,
= (a,°+a,2) + (b, "+b,?) + 2(a,a, + by by)
= a,242a,a, + a2 + by + 2b, FE,+b,% + 2b,b,
=(ar+a)*+ (b +b)* =0

Sehingga nilai (Tu,u) = (a; + a;)* + (b; +b,)* = 0.dan dapat disimpulkan
bahwa T adalah operator non-negatif

Kemudian dari definisi operator accretive dan operator non-negatif
selanjutnya dikaji hubungan antara kedua operator yan dijelaskan oleh teorema
berikut.

Teorema 3.3

Jika operator T adalah accretive maka operator T juga merupakan operator non-
negatif.

Bukti:

Diketahui bahwa operator T adalah operator accretive. Dengan definisi operator
accretive sedemikian hingga berlaku Re(Tx, x) = 0 untuk x € H'. Dibuktikan
bahwa operator accretive merupakan operator non-negatif Diambil
sembarangx € H sedemikian hingga memenuhi

(Tx,x) = Re(Tx,x) =0

karena (Tx, x) = 0 merupakan definisi terpenuhinya operator non-negatif dan
{Tx, x) memiliki bagian riil dan bagian imaginer maka akan memiliki hubungan
lebih besar sama dengan dengan operator accretive serta keduanya selalu
bernilai non-negatif maka terbukti bahwa operator accretive merupakan
operator non-negatif Tidak berlaku sebaliknya.

Contoh 3.4
Diberikan operator linier metrik T=[1 _11] dengan T:C? — (2.

didefinisikan inner produk
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(W, v) = z,w + 2w,
untuk setiap u = (z,,2,),v = (w;,w,) € C> danz = a + bi. OperatorT
tersebut accretive. Kemudian operator 7juga merupakan operator non-negatif.

Bukti:
Diketahui T = H _11]adalah0perat0r accretive. Akan ditunjukkan bahwa T

operator non-negatif. Dari pembuktian operator accretive diperoleh
(Tu,u) = (@12 +a,%) + (b, +by?) — 2a1byi + 2azbyi

Karena Re(Tu, u) bernilai positif maka benar bahwa T merupakan operator
accretive Kemudian berakibat (Tx,x) = Re(Tx,x) = 0 sehingga T

4. SIMPULAN

Berdasarkan hasil kajian dalam paper ini maka dapat disimpulkan
pengertian tentang operator accretive, operator non-negatif, dan hubungan
keduanya. Adapun pengertian operator accretiveadalah operator yang
mensyaratkanbagian riil dari dari hasil operasi inner produk(7Tu, u)bernilai lebih
besar atau sama dengan nol untuk setiap u€H .atau dinotasikanRe(Tu, u)>
0.Sedangkan pengertian operator non-negatif adalah operator vyang
mensyaratkan  hasil operasi inner produk{(Tu,u) =0 untuk setiap
u€H Kemudian hubungan antara operator accreitive dan operator non-negatif
adalah jika operator T adalah accretive maka operator T juga merupakan
operator non-negatif.
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