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UU No 28 tahun 2014 tentang Hak Cipta

Fungsi dan sifat hak cipta Pasal 4
Hak Cipta sebagaimana dimaksud dalam Pasal 3 huruf a merupakan hak ecksklusif yang
terdiri atas hak moral dan hak ekonomi.

Pembatasan Pelindungan Pasal 26

Ketentuan sebagaimana dimaksud dalam Pasal 23, Pasal 24, dan Pasal 25 tidak berlaku

terhadap:

i.  Penggunaan kutipan singkat Ciptaan dan/atau produk Hak Terkait untuk pelaporan
peristiwa aktual yang ditujukan hanya untuk keperluan penyediaan informasi aktual;

ii. Penggandaan Ciptaan dan/atau produk Hak Terkait hanya untuk kepentingan penelitian
ilmu pengetahuan;

iii. Penggandaan Ciptaan dan/atau produk Hak Terkait hanya untuk kepetluan pengajaran,
kecuali pertunjukan dan Fonogram yang telah dilakukan Pengumuman sebagai bahan
ajar; dan

iv. Penggunaan untuk kepentingan pendidikan dan pengembangan ilmu pengetahuan yang
memungkinkan suatu Ciptaan dan/atau produk Hak Terkait dapat digunakan tanpa izin
Pelaku Pertunjukan, Produser Fonogram, atau Lembaga Penyiaran.

Sanksi Pelanggaran Pasal 113

1. Setiap Orang yang dengan tanpa hak melakukan pelanggaran hak ekonomi sebagaimana
dimaksud dalam Pasal 9 ayat (1) huruf i untuk Penggunaan Secara Komersial dipidana
dengan pidana penjara paling lama 1 (satu) tahun dan/atau pidana denda paling banyak
Rp100.000.000 (seratus juta rupiah).

2. Setiap Orang yang dengan tanpa hak dan/atau tanpa izin Pencipta atau pemegang Hak
Cipta melakukan pelanggaran hak ekonomi Pencipta sebagaimana dimaksud dalam Pasal
9 ayat (1) huruf c, huruf d, huruf f, dan/atau huruf h untuk Penggunaan Secara
Kometsial dipidana dengan pidana penjara paling lama 3 (tiga) tahun dan/atau pidana
denda paling banyak Rp500.000.000,00 (lima ratus juta rupiah).
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PRAKATA

Rasa syukur alhamdulillah penulis panjatkan ke hadirat Allah Swit.
atas semua karunianya, sehingga penulis dapat menyelesaikan monograf
berjudul Fungsi Variasi Terbatas Pada Ruang RZ. . Monograf ini
merupakan hasil kajian penelitian penulis yang diawali dari mempelajari
konsep fungsi variasi terbatas pada suatu interval di R? dan selanjutnya
dikembangkan untuk domain yang lebih luas yakni padaruang metrik R2.

Pada kesempatan ini penulis juga menyampaikan bahwa monograf
ini merupakan salah satu luaran hasil penelitian yang dilakukan oleh
penulis yang dibiayai oleh pendanaan hibah penelitian dan pengabdian
kepada masyarakat tahun 2021 dari Fakultas Sains dan Matematika
Universitas Diponegoro. Oleh karena itu penulis mengucapkan terima
kasih kepada segenap pimpinan di Universitas Diponegoro maupun
Fakultas Sains dan Matematika atas perhatian dan support pendanaan yang
telah diberikan kepada penulis.

Penulis berharap monograf ini bisa bermanfaat bagi para akademia
baik mahasiswa maupun dosen dalam mempelajari ilmu matematika
khususnya dalam bidang analisis. Dengan mempelajari monograf ini akan
memberikan pengetahuan baru tentang pengembangan pembahasan materi
fungsi. Di samping itu monograf ini diharapkan bisa memberikan dasar
atau modal untuk pengembangan penelitian bidang matematika analisis.

Akhir kata penulis mengucapkan selamat membaca monograf ini
dan semoga bermanfaat. Monograf ini masih belum sempurna oleh karena
itu penulis berharap saran, kritik dan masukan dari para pembaca.

Semarang, Januari 2022

Penulis
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PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Fungsi bervariasi terbatas atau bounded variation function yang
biasa disebut fungsi BV pertama kali diperkenalkan oleh-Camille Jordan
pada tahun 1881, dalam papernya yang membahas konvergensi pada deret
Fourier, berjudul “Sur laserie de Fourier”. Dalam paper tersebut dibahas
fungsi bervariasi terbatas untuk satu variabel.

Dalam perkembangan selanjutnya, penelitian fungsi bervariasi
terbatas satu variabel dikembangkan ke penelitian fungsi bervariasi
terbatas untuk dua variabel, di antaranya adalah Clarkson dan Adams yang
telah membahas tujuh definisi dari generalisasi fungsi bervariasi terbatas
untuk dua variabel. Dari definisi tersebut terdapat dua definisi yang
relevan dengan tujuan yang akan dibahas yaitu Vitali, Lebesgue, Frechet,
de la Valle Poussin, dan Hardy Krause. Dua definisi tersebut dikenal
dengan variasi Vitali dan variasi Hardy-Krause, konsep tersebut
sebelumnya dibahas oleh Owen. Adams dan Clarkson juga membahas sifat
dari fungsi bervariasi terbatas untuk dua variabel. Selain itu, Azocar, dkk
juga membahas ruang fungsi bervariasi terbatas dua variabel dengan
domain persegi pada ruang R?. Pada tahun 1994, Dariusz Idczak juga
mempelajari tentang fungsi bervariasi terbatas untuk beberapa variabel dan
differensiabilitasnya. Penelitian ini dibahas pada ruang R? dengan domain
fungsi interval  [0,1] x [0,1] = {(x,y) € R?: 0 < x,y < 1 }.Dengan
demikian  penelitian sebelumnya domainnya tertentu, sehingga
memungkinkan penelitian lanjutan dengan domain yang lebih umum.

Berdasarkan uraian diatas, peneliti tertarik untuk meneliti apakah
beberapa sifat yang berlaku pada fungsi bervariasi terbatas satu variabel
juga berlaku pada fungsi bervariasi terbatas untuk dua variabel. Di
samping itu dalam proses penelitian ini penulis juga mempelajari dan



melengkapi bukti sifat-sifat yang sudah ada dari fungsi bervariasi terbatas
untuk dua variabel, serta menerapkannya dengan memberikan contoh yang
relevan.

1.2. Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang maka permasalahan utama yang diteliti
adalah menyelidiki apakah sifat-sifat yang berlaku pada fungsi bervariasi
terbatas satu variabel juga berlaku pada fungsi bervariasi terbatas dua
variabel. Selain itu juga diselidiki hubungan fungsi bervariasi terbatas dua
variabel dengan sifat fungsi terbatas dan fungsi monoton.

1.3. Pembatasan Masalah

Domain fungsi bervariasi terbatas dua variabel kemungkinannya
banyak sekali. Domain fungsi ini merupakan suatu himpunan bagian dari
ruang Euclid. Secara geometris kemungkinan domainnya bisa beraneka
macam baik beraturan maupun tidak. Di antaranya yang beraturan yakni
berupa persegi, persegi panjang, lingkaran atau bentuk-bentuk geometris
sederhana lainnya yang sudah kita kenal. Oleh karena itu dalam penelitian
ini dilakukan pembatasan permasalahan yakni hanya membahas fungsi
bervariasi terbatas untuk dua variabel dengan domain daerah persegi
panjang tak kosong yang merupakan himpunan bagian dari ruang R?.

1.4.  Tujuan Penelitian

Penelitian ini secara umum bertujuan untuk mengembangkan kajian
penelitian bidang analisis khususnya tentang fungsi. Selain itu dengan
memperhatikan perumusan permasalahan yang akan dibahas, maka tujuan
secara khusus penelitian ini ada beberapa yaitu

1. Mempelajari dan mengkaji fungsi bervariasi terbatas untuk dua
variabel dengan domain sembarang daerah persegi panjang pada
ruang R2.

2. Menyelidiki dan membuktikan sejauh mana sifat-sifat dari fungsi
bervariasi terbatas satu variabel berlaku untuk fungsi variasi terbatas
dua variabel dengan domain sembarang daerah persegi panjang pada
ruang R2.



3. Mencari hubungan fungsi bervariasi terbatas dua variabel dengan
fungsi terbatas dan fungsi monoton.

1.5. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam menyusun penelitian “ini adalah
metode studi pustaka (study literature), yaitu dengan memahami jurnal
buku, jurnal, serta pustaka-pustaka lain yang menjadi dasar dan materi
terkait mengenai definisi dan sifat-sifat dari fungsi bervariasi terbatas pada
ruang R2.

1.6. Kebaruan Penelitian

Pada penelitian ini dibahas mengenai sifat- sifat dari fungsi
bervariasi terbatas dua variabel yaitu hubungannya dengan fungsi terbatas,
fungsi monoton, dan beberapa teorema lain yang sebelumnya belum
pernah dibuktikan. Di sini juga akan dibuktikan mengenai sifat aljabar dari
fungsi bervariasi terbatas dua variabel.
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TINJAUAN PUSTAKA

Materi dasar yang digunakan untuk menunjang penelitian ini adalah
supremum dan infimum, fungsi bervariasi terbatas pada domain interval
riil.

2.1.  Supremum dan Infimum

Sebelum membahas mengenai supremum dan infimum terlebih
dahulu dibahas mengenai konsep batas atas, batas bawah, dan himpunan
terbatas pada bilangan riil.

Definisi 2.1.1
(R.G. Bartle, dan D.R. Sherbert. 2011) Diberikan himpunan tak kosong
SCR

a. Himpunan S € R dikatakan terbatas ke atas jika terdapat u € R
sedemikian hingga untuk setiap s € S, berlaku s < u. Bilangan u
tersebut disebut batas atas dari S.

b. Himpunan S € R dikatakan terbatas ke bawah jika terdapat w € R
sedemikian hingga untuk setiap s € S, berlaku w < s. Bilangan w
tersebut disebut batas bawah dari S.

c. Suatu himpunan disebut himpunan terbatas jika himpunan tersebut
terbatas ke atas dan terbatas ke bawah.

Contoh 2.1.1

Himpunan S = {x € R|1 < x < 6} merupakan himpunan yang
terbatas. Himpunan S terbatas keatas, karena terdapat u=6€R
sedemikian hingga untuk setiap x € R, x < 6. Jadi 6 merupakan batas atas
S. Himpunan S terbatas ke bawah yaitu terdapat w = 1 € R sedemikian
hingga untuk setiap x € R, x > 1. Jadi, 1 merupakan batas bawah S. Oleh



karena himpunan S terbatas keatas dan terbatas kebawah maka terbukti
himpunan S merupakan himpunan terbatas.

Setelah memahami definisi himpunan terbatas, selanjutnya
dipelajari mengenai definisi dari supremum dan infimum.

Definisi 2.1.2
(R.G. Bartle, dan D.R. Sherbert. 2011) Diberikan himpunan tak kosong
SCc R
a. Jika S terbatas ke atas, maka u € R disebut supremum dari S jika
memenuhi
1. u merupakan batas atas dari S,
2. Jika v batas atas dari S maka u < v.
b. Jika S terbatas ke bawah maka w € R disebut infimum dari S jika
memenuhi
1. w merupakan batas bawah dari S,
2. Jika t batas bawah dari S makat < w.

Supremum dan infimum dari suatu himpunan S subset dari R adalah
tunggal. Sedangkan batas atas dan batas bawah dari himpunan S subset
dari R lebih dari satu.

Contoh 2.1.2
Diberikan himpunan 4 = {ﬁ,ne N}, akan ditunjukkan bahwa

sup(4) =% dan inf(4) = 0. Himpunan A dapat ditulis sebagai A =
111
e}

a. Menentukan sup(4) = % Terlihat bahwa % merupakan batas atas

dari A, misalkan v > 0 merupakan batas atas lain dari A. Harus
ditunjukkan bahwa %S v. Dengan kontradiksi, andaikan v <%.

Artinya, ﬁ < v untuk setiap n € N. Tetapi, apabila diambil n = 1,
diperoleh %s v. Hal ini menunjukkan bahwa % merupakan batas

atas terkecil dari A atau ditulis dengan sup(4) =

N | =



b. Menentukan inf(A) = 0. Untuk sebarang x € N, berlaku x > 0.
Andaikan w merupakan batas bawah dari A yang nilainya lebih

besar dari 0, dapat ditulis sebagai w > 0 sedemikian hingga % > 0.
Menurut sifat Archimedian, terdapat bilangan asli k sedemikian
hingga % <k= % < w. Karena k € N, maka % €A Untuk k>0

berakibatnya, ﬁ < % < w. Hal ini berarti w bukan batas bawah A

karena tidak memenuhi definisi batas bawah. Dengan kata lain
inf(A) = 0.

Supremum dari himpunan dapat dinyatakan dengan € > 0 yaitu
sebagai berikut.

Lemma 2.1.3
(R.G. Bartle, dan D.R. Sherbert. 2011) Sebuah batas atas u merupakan
sup S jika dan hanya jika untuk setiap € >0 terdapat s € S sedemikian
hinggau — ¢ <s.

Bukti dari Lemma 2.1.3 dapat dilihat di Bartle (R.G. Bartle, dan
D.R. Sherbert. 2011).

Pernyataan berikut menunjukkan eksistensi dari supremum yang
disebut dengan aksioma kelengkapan bilangan riil.

Aksioma 2.1.4

(R.G. Bartle, dan D.R. Sherbert. 2011) (Aksioma kelengkapan Bilangan
Riil) Setiap himpunan tidak kosong bilangan riil yang mempunyai batas
atas juga mempunyai supremum pada R.

2.2. Fungsi Bervariasi Terbatas

Pada subbab ini dijelaskan mengenai fungsi bervariasi terbatas pada
domain interval riil. Sebelum membahas fungsi bervariasi terbatas terlebih
dahulu dibahas mengenai fungsi terbatas.

Definisi 2.2.1

(R.G. Bartle, dan D.R. Sherbert. 2011) Diberikan himpunan A € R,
sebuah fungsi f: A — R dikatakan terbatas pada A jika terdapat konstanta
M > 0 sedemikian hingga |f (x)| < M untuk setiap x € A.

6



Contoh 2.2.1
a. Diberikan fungsi f(x) = x2 + 2, jika fungsi f didefinisikan pada
interval [1,3], maka fungsi f(x) terbatas, karena dapat diambil
M = 12 > 0 sedemikian hingga |f (x)| < 12 = M.
b. Fungsi sin: R = R merupakan fungsi terbatas, karena |sin(x)| <1,
untuk setiap x € R.
c. Fungsi f:R — R, dengan f(x) =i merupakan fungsi tak terbatas

lihat gambar dibawabh ini.
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Gambar 11.1.1 Fungsi f (x) =

Partisi dari suatu interval didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.2

(R.G. Bartle, dan D.R. Sherbert. 2011) Partisi dari suatu interval [a, b]
merupakan himpunan dari titik-titik {x, x4, ..., x,} dengan a = x, < x; <
Xy, < <x, =b.

a=x, X1 Xy X3 Xp_1 Xp=2>b

Gambar 2.1.2 Partisi dari interval [a, b]



Contoh 2.2.2
Diberikan interval [0,1], partisi dari interval tersebut adalah

a P={031}
b. P = {0,%
1

e h={ogopet)
Dari definisi diatas kemudian dapat didefinisikan variasi fungsi dan
fungsi bervariasi terbatas.

Definisi 2.2.3

(R. A. Gordon. 1994) Diberikan fungsi f: [a,b] = R dan [c,d] S [a, b].
Variasi dari fungsi f pada [c,d] dinotasikan dengan V(f,[c,d]) dan
didefinisikan sebagai berikut

V(f,[c,d]) = sup [Zlf(xi) — f(x;—)||x;: 1 < i < n partisi pada [c, d];.
i=1
Supremum diambil dari semua partisi yang mungkin pada [c, d].
Fungsi f dikatakan bervariasi terbatas jika V (f, [c, d]) < oo.
Sebelum membahas contoh dari fungsi bervariasi terbatas terlebih
dahulu dipahami mengenai definisi dari fungsi monoton.

Definisi 2.2.4

(R.G. Bartle, dan D.R. Sherbert. 2011) Suatu fungsi dikatakan monoton
naik jika untuk setiap x dan y dengan x < y sedemikian hingga f(x) <
f(y), dan suatu fungsi dikatakan monoton turun jika untuk setiap x dan y
dengan x < y sedemikian hingga f(x) = f(y).

Contoh 2.2.3

Diberikan f:[0,1] = R didefinisikan dengan f(x) = x, untuk
x € [0,1], akan ditunjukan fungsi f bervariasi terbatas pada [0,1].

Diambil sebarang partisi P = {xg, X, ..., X} Yaitu 0 = x, < x; <
x, < <x, =1, oleh karena x;_; < x; untuk i = 1,2, ...,n dan f fungsi
monoton naik maka f(x;_1) < f(x;), sehingga



flx) — f(xi—1) >0
If (i) — flxi—l = fx) — f(xi—1)

sedemikian hingga berlaku
V(f,[0,1])
= sup {Zlf(xi) — f(xi—)| %21 < i < npartisi pada [0,1]

sup{lf (x1) = fx)l + 1f Cc2) = FOe)l+ -+ 1f ) — flxn-oI}
sup{f (x1) — f(xo) + f(x2) — f(x1) + -+ f(xn) — f(xnen)}
sup{f (x,) — f(x0)}

sup{f (1) — f£(0)}

=sup{l1 -0} =1.

Contoh 2.2.4
Diberikan fungsi sebagai berikut

0, x=0
f(x)= 7

xcos—, xe(0,1)
ZX

Fungsi tersebut bukan merupakan fungsi bervariasi terbatas.

Diambil sebarang partisi P={i ! ]|i=1,2,...,n}, variasi

2n’ 2n-1

dari fungsi tersebut adalah

V(£ 104D = sup {Zlf(x) f- m}

) 1G]
e (o]
—)en- (5 )(1)|}
=)+ ()

= sup

N

1l
Juy

= sup

=i+
/N 6\ /\

3

;_x

=
A

= sup

1l
=

i

1l
=

= sup



Untuk menunjukkan barisan tersebut terbatas, maka akan
ditunjukkan jika barisan tersebut konvergen, dengan menggunakan uiji
banding deret lain diperoleh.

2
1

n n
DT D
2n—1 2n
Oleh karena barisan 2?21% divergen, maka barisan Y-, —

N =
S|

i=1 =1

2n-1
merupakan barisan divergen, sehingga 2?21[(ﬁ) + (i)] merupakan
barisan divergen. Dengan kata lain, barisan tersebut tak terbatas, maka
dapat disimpulkan V(f,[0,1]) = oo. Sehingga, fungsi tersebut merupakan

fungsi tak terbatas.

Teorema 2.2.5
(R. A. Gordon. 1994) Diberikan fungsi f:[a, b] — R bervariasi terbatas
pada [a, b], maka f terbatas pada [a, b].

Bukti:
Diketahui f bervariasi terbatas pada [a, b], yaitu

V(£ la,bD) = sup ) £ (x) = fxi)] < o

Akan dibuktikan f terbatas pada [a, b], diambil sebarang x € [a, b],
sedemikian hingga

lf = If @] < If() - f(@] < VS, [a,x]) <V(f,la,b])
Dari pertidaksamaan diatas didapat
lf GOl = If (@] <V(f,la, b))
lf Gl < If (@ +V(f,la b))

Oleh karena diketahui V(f, [a, b]) < oo, sehingga dapat disimpulkan
bahwa |f(x)| < oo. Jadi fungsi f terbatas pada [a, b]. |

Teorema 2.2.5 tidak berlaku sebaliknya, yaitu jika f fungsi terbatas
belum tentu f bervariasi terbatas.
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Contoh 2.2.5
Diberikan contoh fungsi trigonometri sebagai berikut, diberikan suatu
fungsi trigonometri

. (1
£(x) = sm[;), xe(0,1)
0, x=0

Akan ditunjukkan f(x) = sin (%) merupakan fungsi terbatas oleh

karena |[sin(8)| <1 untuk setiap 8 € R maka f(x) = sin (i) terbatas.

Selanjutnya akan ditunjukkan jika f bukan merupakan fungsi bervariasi
terbatas.

2 2 i
'Qi+)r’ 2i-Dm’ 31’

Diambil sebarang partisi P = {0 % 1}, maka

variasi dari fungsi tersebut adalah

;'f(xi) — Gl = ; |f ( (2 —2 1)7r) —f ((Zi f 1)n)|
_ lz: |Sirl < (2i —2 1)n) ~sin < (2i -; 1)7r)|
=i|(—1) - @
i=1

=Zn:l(—1)—(1)l

Untuk nilai n yang semakin besar maka
V10D = sup ) If ) — £ (xi-)l = oo
i=1

Oleh karena diperoleh V(f,[0,1]) = oo, maka fungsi f(x) = sin%
merupakan fungsi tak terbatas.

11



Teorema 2.2.6
(R.A. Gordon. 1994)

a.

Jika f fungsi monoton naik pada [a, b], maka f bervariasi terbatas
pada [a, b] dan V(f, [a, b]) = f(b) — f (a).
Jika f fungsi monoton turun pada [a, b], maka f bervariasi terbatas
pada [a, b] dan V(f, [a, b]) = f(a) — f (D).

Bukti.

a.

Diambil sebarang partisi {x;:1 <i<n} pada [a,b] dengan
x;_1 < x; .Jika xoy = a, dan x,, = b, maka diperoleh

DG = fain
i=1

= 1f () = fGl + 1f () = fGe)l + -+ |f (xn) — f (tn-1)l.
Oleh karena x;_; < x; untuk i =1,2,...,n dan f monoton naik,
maka f(x;_1) < f(x;) untuk i = 1,2, ..., n. Sehingga,
flx) = f(x-1) >0
If Ce) = F Ol = ) — F(xi-)

Karena f monoton naik pada [a,b] dan a = xg < x; < - <X, =
b, maka

V(f.la b)) = sup {va) - f(xi_1)|]
i=1

= 1f(x) = f@I+ [f(xz) = fFCe)| + -+ [f(B) — f(xn-1)l
=f(x) —f@) + f(x2) = f(xg) + -+ f(B) — fxn-1)
=f(b) - f(a).
Didapat, V(f,[a,b]) = f(b) — f(a) < o, sehingga disimpulkan
bahwa f bervariasi terbatas pada [a, b].

Diambil sebarang partisi {x;:1 <i <n} pada [a,b] dengan
X;—1 < x; . Jika xy = a, dan x,, = b, maka diperoleh

DG = fexi)l

i=1

= 1f(x1) = FG)| + 1f (2) = Fle)| + -+ 1f (%) = f(xp-a) -

12



Oleh karena x;_; < x; untuk i = 1,2,...,n dan f monoton turun,
maka f(x;_1) > f(x;) untuk i = 1,2, ..., n. Sehingga,

fGi-1) = f(x) >0
If (i) = fxim)| = fxioa) = f(x0)

Karena f monoton turun pada [a,b] dan a = xp < x; < - < xp =
b, maka

V(f,la,b]) = sup {ZIf(xi) - f(xi—l)l}
= If(xll)_— f@I+1f ) = FO) + -+ [f(B) = f (1)l
=1f(@) = fOe)| + 1f () = FO)| + - + [f (1) — f(D)]
=f(@) = flx) + f(x) = f ) + o4 F(Xn-1) — f(B)
= f(a) — f(D).
Didapat, V(f,[a,b]) = f(a) — f(b) < o, sehingga disimpulkan
bahwa f bervariasi terbatas pada [a, b]. ®

Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai fungsi bervariasi terbatas

pada setiap subinterval dari fungsi bervariasi terbatas dan nilai variasinya
merupakan jumlahan dari variasi setiap subinetrvalnya.

Teorema 2.2.7

(J.H. Dshalalow. 2001) Diberikan fungsi f:[a,b] - R, dan misalkan
c € (a,b). Jika f bervariasi terbatas pada [a,c] dan [c, b], maka f
bervariasi terbatas pada [a, b] dan

V(f,la,bD) = V({,[a,c]) + V(f,[c, bD.

Bukti.
Diambil sebarang partisi P = {x;: 1 < i <n} pada [a,b]. Misalkan
¢ € (a,b) dan x;_; < ¢ < xy, untuk suatu k € {1,2, ..., n} sehingga

DG~ Fi)
i=1

k-1 n
= DI — Gl + 1 () = fGedl + ) 1 G = F (i)l
i=1 i=k+1

13



k-1

= Zlf(xi) = fGa-Dl + 1f G = f(e) + f(0) = f(Xe=)]

+ D If G = Fe)
i=k+1
Karena x;_, < ¢ < xy, sehingga
k-1
< D IFGD = FGal + I£(E) = F Gl + IF(@) — fGx)]
i=1

n

+ D IFGD) = Fe)

i=k+1
Karena partisi {xg, x4, ..., xx_1, c} terletak pada interval [a,c] dan
partisi {c, X, X +1, ---, X } terletak pada interval [c, b], maka
k-1
< DUFC) = FOanl + 1) = f G- +1£(©) = fGx0l
i=1

n

+ 1 GD) — F@i)

i=k+1
V(i la,cD +V({, lc, bD.

Maka, untuk setiap partisi P ={x;:1<i<n} pada [a,b]
memenuhi

DG~ Fl

i=1

Dengan definisi variasi,

V(fila bl) = sup {va) - f(xi_1)|]
i=1

<V(f, lac])+ V(f,_[C,b])-

Selanjutnya, ditunjukkan V(f,[a,c]) + V(f,[c,b]) < V(f,[a,b]).
Diambil sebarang partisi P; = {xg, x4, ..., X} pada [a,c] dan partisi
P, = {yo, V1, .-, ¥m} pada [c,b], maka untuk memenuhi P, UP, =
{xo=a,x, ..., xx =y9 =C, V1, e, Y = b} dengan X = Yo = C.

14



Sehingga, PLUP, ={xg=a,X1, .. X = Yo = C,¥1, -, Ym = b}
merupakan partisi pada [a, b] dan berlaku

k m
DG = FGdl + D 1F G = F@i))
i=1 i=1
k+m

= D 1FG) — f iyl

< V(f,la,b]).

Karena untuk setiap partisi P; = {xq,xy, ..., Xx} pada [a,c] dan
partisi P, = {yq, y1, -, ¥m} Pada [c, b] memenuhi

k m
DG = FGadl + ) IF00) = fGe] £ V(T [abD.

maka berlaku

V(f,la,cD) + V(f,[c,b]D) < V(f,[a,b]).
Sehingga diperoleh,

V(f,la,b]) = V(f,[a,cD + V(f,[c, b).

Karena V(f,[a, c]) < o dan V(f,[c,b]) < oo, maka V(f,[a,b]) =
V(f,la,c]) + V(f, [c, b]) < oo, sehingga f bervariasi terbatas pada [a, b].
[ |

Contoh 2.2.6

Didefinisikan fungsi f:[—1,1] » R dengan f(x) = x3 —x pada
interval [—1,1]. Fungsi tersebut merupakan sebuah fungsi naik dan fungsi
turun dengan variasi terbatas. Berdasarkan teorema 2.2.6 diperoleh

v, 11 = v (1|1, 333]) + v (7. [-5v3.39]) + v (1. [5V3.1])

Dengan menggunakan teorema 2.2.5, f(x) pada [—1,—§\/§]
merupakan fungsi monoton naik, sehingga

(el ) =1 (58)- 10

15



2 2
=-V3-0=-43.
V3 V3

Sedangkan f(x) pada [—§\/§§\/§] merupakan fungsi monoton
turun, sehingga
v(r[-53335]) =1 (-3%5) -1 (33)
- (ki
Sedangkan f(x) pada E\/§ 1] merupakan fungsi-monoton naik, sehingga
(B =rw-1(3)

SREFIE

Karena pada interval [—1,—§\/§] dan E\E 1] fungsi tersebut

merupakan fungsi monoton naik dan pada interval [—§\/§§\/§] fungsi
tersebut merupakan fungsi monoton turun sehingga diperoleh

R RIAR YL
wls o)
= VI 5VI+oVE= o VE

Diperoleh, V(f,[-1,1]) = 2\/5 < oo, sehingga f bervariasi terbatas.

Contoh 2.2.7
Diberikan fungsi f: [0,1] — R, dengan

3xsin£, X0
f(X)=\} X

0, x=0

Fungsi tersebut merupakan fungsi kontinu tetapi tidak bervariasi terbatas.

16



Bukti:
Untuk n genap, diambil sebarang k € N dengan partisi

2 1
{xo =0, ., Xp2 = 2k + 3’ -Gk T P X = 1}-

Sehingga diperoleh

V104D = ) fG) — £ Grio)

=

N

|f(x2i+1) - f(xzi)|-

i=1
1 2
k+3’ 2k+3

s 2 (m@k+)\| s 2
2k+3sm< 2 )_ 2k+3
1 3/ 1

f<k+3)= k+3sin(n(k+3))=0.

Suatu fungsi dikatakan monoton naik pada [a, b] jika dan hanya jika
f'(x) = 0, untuk setiap x € [a, b]. Suatu fungsi dikatakan monoton turun
pada [a, b] jika dan hanya jika f'(x) < 0, untuk setiap x € [a, b]. Fungsi
f(x) = ¥/x sin”- mempunyai turunan
x sin (g) — 3mcos (g)

f'x) = 5

3x3

Interval yang tersisa adalah [ ] Diperoleh

Dan

Untuk setiap x € [0,1], terdapat f'(x) yang bernilai negatif dan
bernilai positif. Sehingga pada [0,1] fungsi f(x) tidak dapat disebut fungsi
monoton naik maupun monoton turun.

17



Fungsi f pada [

w13’ 2kt 3] merupakan fungsi monoton, sehingga

V(. [01]) =

|f<k Jlr 3) _f(2k2+ 3>|

Mengingat bahwa setiap suku lebih kecil dari suku sebelumnya, maka

2 1
es i R
;32k+3 k=13k+3
n+1
Lk 2
n+1
>Z !
3_.
k:Z\/E

Dengan menggunakan uji banding dengan deret lain, diperoleh
barisan tersebut merupakan barisan divergen. Terdapat barisan

Karena barisan % divergen untuk k € N, maka barisan % divergen

untuk k € N.
Untuk n ganjil, diambil sebarang k € N dengan partisi

2 1
{xo =0, ., Xk = m;xn—(2k+1) = k—_|_3,xn = 1}-

Nk
wl»—\

=
L

2
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Sehingga diperoleh

VEEIOAD = ) IF G = f Gl + If Gongn) = £ G|

~.
-

NS

> D 1f Gaten) = F Gl +1f Gonin) = £ (i)l

i=1

Berdasarkan uraian sebelumnya, diperoleh

MN|:

S

—~

=

N

+

N

—

v(f,[01]) = i+1) — fO)| + 1f (ener) — fx0)]

i
2
2k +3

1l
oy

+ |f(xn+1) - f(xn)l

3

I
NgE

x

=1
n+1

1
D G = Gl

k=2
Barisan tersebut juga merupakan barisan divergen.

Karena untuk partisi dengan jumlah genap maupun ganjil diperoleh
barisan yang divergen, maka V(f,[0,1]) = o dan f tidak bervariasi
terbatas meskipun f kontinu.
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‘ BAB Il

HASIL PENELITIAN

Hasil dari penelitian ini meliputi definisi fungsi bervariasi terbatas
dua variabel, teorema, dan contoh dari fungsi bervariasi terbatas untuk dua
variabel.

Sebelum membahas definisi dari fungsi bervariasi terbatas terlebih
dahulu akan dipahami definisi tentang partisi pada ruang RZ. Diambil
sebarang persegi I2 =1 x ] subset dari ruang R? di manal = [x,x,]
danJ = [y4,y,] interval pada R dengan x; <x, dan y; <y,, dan
a = (x1,v1), b = (x,,y,) vektor di R?. Partisi dari persegi I? adalah

Q = {[ti, tis1] X [s5,5j44]|0= 1,2, ..,mdanj = 1,2, ...,n},

dengan {t;]i = 1,2,...m} partisi pada interval I, dan {s;|j = 1,2,..,n}
partisi pada interval J.

Misalkan P(I) menyatakan koleksi semua partisi pada I, maka
{t;li = 1,2,..m} € P(I), P(J) menyatakan koleksi semua partisi pada ]/,
maka {s;|j = 1,2, ...,n} € P()).
Jika didefinisikan fungsi f: I2 — R, maka berlaku sifat berikut

Diof (tixnsSjr1) = f(tis Sje1) = F (i Sje1),
AOlf(ti+1» Sj+1) = f(ti+1'5j+1) - f(ti+1'5j)'
Allf(ti+1» Sj+1) = (f(ti+1' Sj+1) - f(ti+1'sj))

~(f(twsya) = F(t0s))-

20



Partisi pada ruang R? dapat diilustrasikan sebagai berikut.

Sn =2
y
|=—————— —_——————— —_———— - ———— —_————— e
Sn-11 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
[ e —p — ] -1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
| —— - [ S — | I — | I —— 1
1 1 1 1 1 1
: : 1 1 : 1
SZI i 1 1 i 1
jm————— —-—————— I. ______ I. ______ =———— :
: : 1 1 : 1
1 1 1
Y1 =5
jm———— .i ______ + _____ + _____ .: _____ .:
x =ty 1t ! ' tm—l: tm Ax;
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 x

Gambar 3.1.1 Partisi persegi I2 =[x, x,] X [y1, V2]

Dari definisi partisi pada ruang R? diatas selanjutnya dapat
didefinisikan mengenai variasi fungsi dan fungsi bervariasi terbatas pada
ruang R2,

Definisi 3.1.1

(J. A. Clarkson dan C. R. Adams. 1933) Diberikan fungsi f: 12 — R, dan
y € J tetap, maka variasi Jordan dari fungsi f(.,y):1 —» R didefinisikan
dengan

m-—1

Vl(f(-’}’)) = i‘(lll)) ; |Arof (tivr, Y,

Supremum diambil dari semua partisi P(I) = {¢t;|i = 1,2,..., m}
pada I, dan Untuk setiap x € I tetap, maka variasi Jordan dari fungsi
f(x,.):] = R dinotasikan dengan

n—-1

v(f(x,.)) = il(ljl;;Mmf(x' siv1).
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Supremum diambil dari semua partisi P(J).= {s;|j = 1,2, ...,n}
pada J, dan Variasi fungsi f pada persegi 12, didefinisikan dengan

m-1n-1

Vb(f) = SUP Z Z|A11f(tl+1 5]+1)|

i=1 j=1
Di mana supremum diambil dari semua partisi Q = {[ti,tiﬂ] X
m,n b
[s;, Sf+1]}i=1 . pada I2.
Sehingga variasi total dari fungsi f didefinisikan dengan
TV I) = Vi(F () + Y (f () + Vi ().

Fungsi f dikatakan bervariasi terbatas jika variasi total dari fungsi
f terbatas, yaitu

TV(f,I?) < co.
Himpunan semua fungsi bervariasi terbatas pada I2 dinotasikan
dengan BV (1%).
Untuk memahami definisi 3.1.1 berikut diberikan contoh mengenai
fungsi bervariasi terbatas pada ruang R2.

Contoh 3.1.1

Diberikan fungsi f:12 =[0,1] x [0,1] —» R, didefinisikan fungsi
f(t,s) = =5t +9s? + 7. Akan dibuktikan bahwa fungsi f merupakan
fungsi bervariasi terbatas pada [0,1] x [0,1].

Diambil sebarang partisi P(I) pada I =1[0,1], yaitu P(I) =

{t;li=12,..,m}= {ﬂz =12, m} dan sebarang partisi P(J) pada

J=[01) yaitu P() = {sij =12,..,n} = {£|i =12,..,n}. Maka
partisi dari interval I2 = [0,1] x [0,1] adalah

{[1 l+1] [1 1+1] |l =1,..,mdanj =1, n}

Variasi total dari fungsi f adalah

V(1) = Vi(F (o) + V,(f () + Vi (F)
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. Pertama dihitung untuk V;(f (., y)),

m-1

Vn(FC2)) = D 1rof (tivn, )
i=1

- Z If (s, ¥) = f D)

Sehingga,
vi(fC.») = sup Vo (£, ¢ 9))

5 (m - 1) 5
= Su — ] = Oo.
mEII:\)l m

. Untuk V;(f (x,.)),

Vu(f(x,)) = Z|Alof(x Sj+1))

Z|f<x s0) = (x.5)|

j=1

3
Juy

Il
~
—

=
~
S | Als
[EN
SN——
) |
\H
-~
=
S|
Dt

S
[l
noR

/\
U‘l
=
+
Ne)
~
S|+
=y
N————
N
+
~
N———
|
S
Ul
=
+
o)
-~
N————
N
+
~
et

—
1l
-y
S
|
=

3|©
<
+
=
—
N
I
&.

-
Il
Juy
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9 (2(n—1n
=F< ) +(Tl—1)>

IYn—-1)n n-1
_ X 2)+ =
n n

Sehingga,
V(f(x.)) = sup (£ (x..))

_ 9(n—-1)n n_—l)_
=sup (7 +57) =

. Untuk V,» (f), dengan 12 =10,1] x [0,1]

m—-1n-1

Vo (f) = z Z|A11f(ti+1:5j+1)|

i=1 j=1
m-1n-1

= Z Z |(f(ti+1'5j+1) = f(tisn Sj))

(s - 1))
<(_5 ()0 () +7)
_<_5(i;l)+9(£)2+7>>
([ oy )
_(_s<%>+9<i—'>2+7))

9 ; 12 12 9 ; 12 P2
<ﬁ((]+ ):—j ))_<F((]+ )= ))

in

m—
i=1

1

—1

-,

m-1n-1

i=1 j=1

I
S
~.
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Sehingga,

Vlab (f) = sup Vm,nEN(f) =0

Dari a, b, dan c didapat,

TV, 1) = Vi(F (7)) + V,(f (x,.)) + Vip ()
=54+9+0
=14 < oo,
Oleh karena diperoleh TV(f,I5) =14 <o, 'maka dapat
disimpulkan bahwa fungsi f bervariasi terbatas pada I2 = [0,1] x [0,1].
Selanjutnya dibahas mengenai hubungan fungsi bervariasi terbatas
dua variabel dengan fungsi terbatas dan setiap sub persegi dari persegi di
R? merupakan fungsi bervariasi terbatas.

Teorema 3.1.2
Diberikan fungsi f:12 — R bervariasi terbatas pada I2, maka f terbatas
pada I2.

Bukti.
Diketahui f bervariasi terbatas pada I2, yaitu

TV(f, 1) = Vi(f (. »)) +V,(f(x,.)) + Vip (F)
=M+K+ N < oo,

Akan dibuktikan f terbatas pada 12,
a. Untuk V;(f(.,y)), diambil sebarang ¢ € I = [x,x,], sedemikian
hingga

IF &I =1f G I < IF (&) = FCeu | < Vi, (FCL9))
3 V[Xl:xz](f("y))'

Dari pertidaksamaan diatas didapat

IF & = 1f o | S Vi, (FC )
IF ] < 1F O, W+ Vi (FC ).
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Oleh karena diketahui V;(f(.,y)) = M < o, 'sehingga. dapat
disimpulkan bahwa |f(t,y)| < co. Jadi fungsi f terbatas pada

[x1, x2].

Untuk V;(f(x,.)), diambil sebarang s € J.= [y4,¥,], sedemikian
hingga
If G, ) = If e, y)1 S If ()= f (o, y)| S Vi, 0(f(x,))
S V[}’L}’z](f(x"))'

Dari pertidaksamaan diatas didapat

If Ce, ) = 1f ey < Vi) (f (0))

If Ce )| < 1 Gyl + Vg, o (F(x,)).

Oleh karena diketahui V;(f(x,.)) = K < o, sehingga dapat
disimpulkan bahwa |f(x,s)| < co. Jadi fungsi f terbatas pada
1, 2]

Untuk V,»(f), diambil sebarang (t,s) € 12 = [x1,x,] X [y1, y21,
sedemikian hingga

|(f(t: s) — f(t:Y1))| - |(f(x1'5) - f(x1:Y1))|
< |(f(t' s) — f(t, )’1)) - (f(xl's) - f(xp}71))|
< Vi t1xy1,s) ()
< Viey x)x Iyl (F)

Dari pertidaksamaan diatas didapat
|(f(t: s) — f(t:yl))| - |(f(x1'5) - f(x1:3/1))| < V[xl,xz]x[yl,yz](f)

|(f(t' S) - f(t, yl))' < |(f(x1,s) - f(xl'yl))| + V[xl,xz]x[yl,yz](f)
IF &) < 1 @&yl + |(F G ) = £ y0))| + Vieg g Ixiyaya1 (F)

Oleh karena diketahui V,g(f)=N<oo, sehingga dapat
disimpulkan bahwa |f(t,s)| < . Jadi fungsi f terbatas pada

I = [x1, %] X [y1, y2].
Dari poin a, b dan c dapat disimpulkan bahwa

lfCo,y) =M +K+N < oo,
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Untuk setiap x,y € 12 = [x,x,] X [y1,y,]. Sehingga diperoleh f
terbatas.

Teorema 3.1.2 tidak berlaku sebaliknya, yaitu fungsi terbatas belum
tentu merupakan fungsi bervariasi terbatas.

Contoh 3.1.2
Diberikan suatu fungsi trigonometri

. (1
f(t,s)= Slsm(f} (5.)#(0.0 pada [—1,1] x [-1,1].
0, (s,t) #(0,0)

Fungsi diatas terbatas pada [—1,1] x [—1,1] karena |s sin (%)| <
Is] -1 < s].

Diambil sebarang partisi P(I) pada I =[-1,1], yaitu P(I) =
{t;li=12,..,m}= {[ 2 2 ] |i =1,2, m} dan  sebarang

Qi+’ 2i-)=
partisi P(J) pada J=[-11], vaitu P()={s;|j =12 ..,n}=
j+1

{[—' —] |] =12,. } Maka partisi dari interval 12 = [-1,1] x [-1,1]
adalah

{[(21++)n @i 1)n] [] J+1] |l =1,..,mdanj =1, n}

Variasi total dari fungsi f adalah

TV(f,[-11] x [-1,1]) = V[—1,1](f(-;3’)) + V11 (f(x,.)) + V[—1,1]><[—1,1](f)-

a. Untuk Vi_y (£ (L v)),

m-1

V(FC.3) = Z B0 (tisn )|

i=

Z 1 Eins ) = £

i=

=

3
AN

Wﬁ y) - f(ﬁ'yﬂ

i=1
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-1

3

QRi-r | Qi+Drm
_ysin—— T AL

= |y sin
i=1 2
m—1
=) ly(=1) —y@|
i=1
m-—1
=y ) |(-1)—-1]
i=1
>y -2(m—-1)

Untuk m yang besar, maka

V[—1,1](f(w}’)) = SUP{Vm(f(-xY))}
Vi (f (G y)) = o

Oleh karena diperoleh Vi_; 17(f(.,¥)) = o0, maka TV (f,[-1,1] x

[—1,1]) = oo, sehingga dapat disimpulkan bahwa fungsi f bervariasi
terbatas pada 12 = [—-1,1] x [—1,1].

Teorema 3.1.3
Jika f bervariasi terbatas pada /2 maka f bervariasi terbatas pada setiap
sub persegi dari 12.

Bukti.

Asumsikan bahwa f bervariasi terbatas pada 12 = [x;, x,] X [y, v,], jadi

TV(f 1) = Vi(fC.y) +V,(f(x,. ) + Vp(f) =p + g+

Dengan p,q, 7 € R.

a.

Diketahui V;(f(.,y)) = p. Misalkan [c, d] sub interval dari [x;, x;]
dan {t;|i =1,..m} sebarang partisi pada [c,d]. Dengan
memperpanjang partisi ini pada [x;, x,] yaitu dengan menambahkan
titik x; dan x,, dan melakukan pelabelan ulang. Jadi
{t;li =0,1,..m,m+ 1} adalah partisi [x;,x,] sedemikian hingga
to=x1, t1 =¢t, =d, tyms1 =X, dan untuk sebarang y €
[v1, y.] tetap, diperoleh
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DUy = FEn] < £ (6, y) = F, )

i=1

D 1 ) = fE )
i=2
+f (x2,¥) = f (V)|
<p.
untuk sebarang partisi dari [c,d] dan sebarang y € [y, 2]
Viea(fC,3) < Vi(f(,¥)), untuk  setiap  y € [y4,y,], maka
Viea(fF () S Vi(f (L y) < p.

Diketahui V,(f (x,.)) = q. Misalkan [e, h] sub interval dari [y, y,]
dan {s;|j =1,..,n} sebarang partisi pada [e,h]. Dengan
memperpanjang partisi ini pada [y,, y,] dengan menambahkan titik
y; dan y,, dan melakukan pelabelan ulang. Jadi
{sjli=0,1,..,n,n+ 1} adalah partisi [y, y,] sedemikian hingga
So = Y1,51 = €,S, = h, Spy1 = Y, dan untuk sebarang x € [xq, x5 ]
tetap, diperoleh

Z|f(xﬂsj+1) —f(x,sj)| < |f(x,51) _f(x!yl)l
=1

) 1fGs) — £5)]
j=2
+If G, y2) — f (%, s0)l

<q.

Untuk sebarang partisi dari [e,h] dan sebarang x € [xq,x,].
Vies1(f(x,.)) < V;(f(x,.)), untuk setiap x € [x;,x,], maka

Vies(F(x,)) =V (f(x,.)) < q.

Diketahui V,g(f) =r. Misalkan [c,d] X [e, f] adalah sub persegi
dari persegi I2 dan misalkan

{[t;, tiza] X [sj, sj+1]|i =1,..,mdanj =1,..,n}
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sebarang partisi pada [c, d] x [e, h]. Maka perluasan partisi untuk 12
adalah penambahan titik x;, x,, y;, dan y, dan melakukan pelabelan
ulang. Jadi,

{[ti, tivq] X [sj, sj+1]|i =01,...,mm+1danj=0,1,..,,n,n+ 1}

adalah partisi pada I2, sedemikian hingga t, =x,, t; = ¢, t;, = d,
tme1 = Xy, dan sy = y4, 8, = e, 8, = h, 5,41 = y,. Maka diperoleh
m

D 1) = £t 5y00) = F(ten )4 F(tisn500)]

i=1 j=1

< |fCeny1) — f(x1,81) — f(&,00) + f(t1,50)]
+ Z Z'f(ti' Sj) - f(ti' Sj+1) = f(ti+1' Sj) + f(ti+1'5j+1)|
i=2 j=2
f(tm: sn) - f(tmt yz)

—f (xz,8n) + f (x2,¥2)
<r.

Untuk sebarang partisi dari [c, d] X [e, h], didapat Vi¢ q)xe.n (f) <
Vlé’ H<r.

Dari poin a, b, dan c didapat
TV(f,[c,d] x [e,h]) = Vica)(f) + Vie 1 () + Vic.axie,n (f)
<p+q+r.

Sehingga didapat bahwa untuk sebarang partisi pada [c,d] x
[e,h] < 1%, diperoleh TV (f, [c,d] X [e, h]) terbatas.

Selanjutnya akan dibahas mengenai sifat aljabar dari fungsi
bervariasi terbatas pada I2.

Teorema 3.1.4
Diberikan fungsi f:I2 -» R fungsi bervariasi terbatas, dan misalkan
k > 0 adalah konstata, maka kf bervariasi terbatas pada I2.

Bukti.
Diketahui f bervariasi terbatas pada I2, artinya TV (f,12) < oo.
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Diambil sebarang partisi P(1) = {t;|i = 1, ..., m} pada I,

partisi P(J) = {s;|j = 1, ...,n} pada,

dan  Q = {[t; tis1] X [s,8j41][i = 1.2,..,mdanj = 1,2,...,n} partisi
pada I2.

Maka variasi totalnya adalah

TV (kf,1g) = Vi(kf (., y)) + V;(kf (x,.)) + Vo (k).

a. Untuk V;(kf(.,y)), yaitu
m—1

Vi(kf D) = sup D 1Baghf (sa, )],
P i=1

Maka,

m-1 m-1

D aohf Cra = D 1f (ian, ¥) = f )
i=1 =1

m-1

< D ISt ) = F W
<1kl ) If a9 = £t )]

m—1
< 1k ) Isof tivu 9l
i=1

Sehingga diperoleh,

Vi(kf(,y) = sup (Z |Awkf(tl-+1,y)|>

< Ikl sup Z |Agof (tivs, )
< kv, (£C.9)).
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Untuk V; (f (x,.)),

n—-1 n—-1

D Boskf (xrian)| = D Jf (r00) = kF (2.5)|
j=1 j=1
n-1

< D WellFGesian) = (0. 5)
j=1

< Ikl IfGesi) = £(5)
j=1

n-—1
< |kl Z|Ao1kf(x' 5j+1)l'
=1

Sehingga diperoleh,

n-1
V,(kf(x,.)) = i‘(ljlf)’ (;Mmkf(x' 5j+1)|)

<lk A 1 ) Oj+
<| If}(l]r));| orf (%, 5741
< [kV(f(x,.)).

Untuk V,» (kf), diperoleh

m-1n-1

Vip(kf) = Sgp z Z|A11kf(ti+1:5j+1)|

i=1 j=1
m—-1n-1

= Slép ; ; |(kf(ti+1'5j+1) — kf (tiv1, Sj))
= (kf (ti5j01) — Kf (t05))|

m-1n-1
< Slép Z |kl |(f(ti+1' Sj41) = f(ti+1'5j))

i=1 j=1
- (f(fi’sjn) - f(ti'sj))|
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[SN
S
[u

m—

SEETDIYN (CRRMEYICRES)

n )

C (Fs)— f(65))

< |k| sgp Z |Asakf (tisssSjea)|
i=

j=1

-

=
S
-

< [kIVp ().

Dari a, b, dan ¢ untuk sebarang partisi yang diambil didapat,

TV (kf,13) = Vi(kf (., ) + Vy (kf (x,.)) + Vip(kf)
< kIi(f Cp)) + |kIV;(F (x,.)) + [k IVip(f)
< |kITV(f,12).
< o,
Oleh karena fungsi f bervariasi terbatas maka kf juga bervariasi
terbatas pada 12, dan selanjutnya didapat TV-(kf,12) = |k|TV(f,12).

Teorema 3.1.5
Diberikan fungsi f,g:12 — R bervariasi terbatas pada I2, maka f + g
bervariasi terbatas pada I2.

Bukti.

Diketahui fungsi f dan g bervariasi terbatas pada 12, artinya TV(f,12) <
o dan TV(g,12) < oo. Diambil sebarang partisi P(I) = {t;|i = 1, ..., m}
pada I, partisi P(J)={s;j=1,..,n} pada J, dan partisi
{[ti tixa] X [sj,sj41]]i = 1, .., mdanj = 1,...,n} pada I2. Maka variasi
totalnya adalah

TV((f +9).18) = Vi((f + D) + Vi ((f + 9 () +Vip (f + 9).

a.  Untuk V;((f + 9)(.,¥)), diperoleh

D 18l + DN = DN + D) =+ D)

33



= D ) + 9 ) = (60 ) = 9|

= D G = £y + 9Cisim) — 9yl
ril_—ll m-—1

< D U ) = FEB+ ) 19y - 9t 1)
i=1 i=1

m-1 m-1

< Z |Avof (b, Y + Z |A109 tivts VI
i=1 i=1

Sehingga diperoleh,

Vi((F+9C») = sup(Z |Asof (tirr, X + Z |A109 (it y)l)

< sup " Byof (0, V)] + sup Z 18109 (111, )]
P i=1 P i=1

<Vi(fC. )+ V(g »).
Untuk V,((f + 9)(x,.)),

D 1 + (sl = D | + D (x5) = +9)(x5)))
j=1 j=1
= Zv(x,s,-H) +9(x55) = F(x.57) = 9 (x5,)]

Zv(x $0) = F(%,5)) + 9(0.501) = 9 (5|

n

_ {If(x si1) = FGos))l + la (e 5j00) = 9(x5) [}

]:

PRCEMEVICE]] +Z{|g(x $01) = 9(x,5,)[}

IA

S -
-

|A01f(x SJ+1)| + Z|A01g(x S}+1)|

\‘
,_\
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Sehingga diperoleh,
n-1 n-1
((f +9)(0-)) = sup <;|A01f(x, sj)| + ;mmg(x, sj+1)|>

n-1 n-1
< sup > 81 £ (2, 570)] + 5up ) 8019 (%, 5741 )]
PU) £ PU) &
<V (F@)) +7(g(x,.))

Untuk V,»(f + ), diperoleh

m-1n-1

Vb(f +9) = SUp Z Z|A11(f + 9)(t1+1 5;+1)|

i=1 j=1
-1n-1

=swp ) D (¢ + D (tesrs00) = + 9 (t0en5))
~ (9t 50) - 0+ 9)(t5)))|

=sup |(F (tirr 5341) + 9(titr5jan) = f(tian,5))
= 9(twrs;))

- (f(ti: sj+1) — 9(tisje1) — f(tis;)
- g(ts Sj))|

= Sgp |f(tz+1 S]+1) f(tz+1 S]) f(t S]+1)

+ f(ti,Sj) + g(tisn Sj+1) — g(tisas Sj)
+ g(t S1+1) + g(t S})|
m-1n-—

= 5101 Z Z{lf(twl 5}+1) f(tt+1 5}) f(t SJ+1)

i=1 j=1
+ f(tusj)l
+ |9(ti+1: 5j+1) - g(ti+1:sj) + g(ti:sjn)

+9(tis)|}
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E

{|f(tz+1 5]+1) f(tl+1 5]) f(t 5]+1)
+ f(tus;)|}

m-1n-1

+sup D7 {19t 552) - 9(t100,5))

i=1 j=1

+9(tosp41) + (80 55)[}

QC
i

[N
\.

< sup |A11f(tz+1 51+1)|

m-1n-1

+ SUP Z Z |A11g(t1+1 5]+1)|

i=1 j=1
< Vp(H) +Vip(9).

Dari a, b, dan c untuk sebarang partisi yang diambil didapat,

V((f +9),12) = Vi((F + 9. ») +V((f +9)(x.,)) +Vpp(f + 9)
<V(FCyN+ViCy) +V(F(x,.)) + V(g(x,.))
+Vp(f) +Vp(9)
<V + VD)) + V(D) +Vilg (L, )
+V(g(x,.)) + Vp(9)
<TV(f,ID) +TV(g,12)
< oo,
Untuk sebarang partisi yang diambil diperoleh TV(f,12) +
TV (g, 1%) terbatas, sehingga fungsi f + g juga bervariasi terbatas pada /2.

Teorema 3.1.6
Misalkan diberikan fungsi f, g: 12 - R bervariasi terbatas pada 12 maka
fungsi fg bervariasi terbatas pada I2.

Bukti.

Diketahui fungsi f dan g bervariasi terbatas pada IZ, artinya
TV(f,18) < o dan TV(g,1Z) < oo. Diambil sebarang partisi P(I) =
{t;li = 1,..,m} pada [, partisi P(J) = {s;|j = 1, ...,n} pada ,
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dan {[t;, ti+1] X [s},Sj41]|i = 1,..., mdan j = 1, ..., n} partisi pada I2.
Akan dibuktikan fungsi f g bervariasi terbatas, maka

TV(fg.13) =Vi(fg(.y) +V,(fg(x,.)) + Vs (fg).

a. UntukV;(fg(.,v)), diperoleh
m-1 m—1

D 186 DEa N = ) 1D ) = (9t V)
i=1

i=1
m-—1
= D ftisu, Vg, y) — f(ty)g(En Y|
i=1
= ) Ifti,g(tir1,y) = fE )9 (i1, Y)
) + ftu y)9(tivnsy)
—fLy)gt, I
= D f @i, y) — ]9 (tiv1, y)
i=1
+ [g(tiv1,y) = gt WIf L Y|
ILf (tis1, ¥) = f @ ]9 i, Y)I
+ Z I[g(tiv, y)
— g(tu Mt Y)]
lg v, VI Eir, y) — fFEL D]
i=1
NI CENI[FICHY
- g_(ti.y)]l

< D Mllf G y) = FE )]

£ Myllg (e, y) - gl
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<M,

|[f(ti+1!y) - f(tuy)]l

MS

4

1l
g

+ My ) 19t ) — 9|

m-=1

m-1
<M, Z [Asof ivr, W+ My Z [A109 (tirr, Y)I-
i=1

i=1
Sehingga diperoleh,

Vi(f9)(.) = sup Z 1816 (f ) (tiga, )|

< Mgysup Z [Atof (tix1,¥)| + Mgsup Z [A109(Eiv1, ¥
P = P =

< MV (£ () + MeVy(g (., »))

Untuk V;((fg)(x,.)), diperoleh

D lofg(r )l = D Ifg(s10) — fo sy
j=1 j=1
n-1
= D 1 50)9(500) = £ (59 (x,5,)]
j=1

= D 1 Gosia)g (si) = £(.5)9(x,5510)
j=1

+f(x,51)9(x,5541)
= f(x.57)9(x.5)

= Zuf(x. Si1) = £ (6519 (% 5741)
+[o(xs1) — 9(x5)1f (s
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< Zl[f(x, 1) = F(5.5)]9 (0 5721)]

+ 3l
. —9(x5)]f (% 5))]
SZLQ(?C. Sj+1)||[f(x’ 5j+1) - f(x, Sj)]l

+ Z|f(x, )19 (x.5141)
. - g(x )|

< D Myl (si) = £ Gyl

j=1

n-1
#3 Myllg (. 5y0) — 95|
j=1
n-—1

<M, |[f(x: 5j+1) - f(x' Sj)]l

j=1

1, Y o)~ o)

n-1 n-1
< My ) [Borf Gesyn) | + My ) [Bong(x,570)|
j=1 j=1

Sehingga diperoleh,
n—-1

V((F9)@,.)) = i‘(l]g;Mm(fg)(x: si1)

n—1 n-1
< sup Z Mg|A01f(x, sj+1)| + sup Z Mf|A01g(x, sj+1)|
PU) & PU) £
n-1 n-1

<M Z A ,Si + M Z A , Si
g f}(ljlg j:1| orf(x 5;+1)| fi‘(ljr)’ j:1| 019(x SJ+1)|

<MV, (f(x,.)) + MV (g(x,.)).
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C.

Untuk V» (fg), diperoleh,

m-1n-1
Vb(fg) = sup |A11f.9(tz+1 51+1)|
Q i=1 j=1
m—-1n-1
= sup |(fg(ti+1: Sj+1) - fg(ti+1’ Sj))
¢ ==
- (fg(ti'5j+1) ~f9(ts 5j))|
m-1n-1
= Sgp |f(tl+1 S]+1)g(tl+1 S]+1) f(tl.+1 S])g(tHl S])
i=1 j=1
- (f(ti'sju)g(ti:sjn) = f(t51)a(ts 5j))|
m-1n-1
= sup |f(tl+1'51+1)g(t1+1' S]+1)
Q i=1 j=1
- f(ti15j+1)g(ti+115j+1)
+ £ (ti5j41)9(tie1, i) = f(ti01,5)9 (80 5;)
= ftisr,5)9(tivn, 5) + f(tu5) (80 s))
= f(tusj41)9(tu sje1) + f(tisn, 5)9(tu 7))
m—-1n-1
= S‘ép |f(t s])g(t S}) f(tl+1 s])g(t 51)
i=1 j=
+ f(ti+1' Sj+1)g(ti+1' Sj+1)
- f(ti'5j+1)g(ti+1'5j+1)
+ £ (60 5741) 9 (L1, Sj1)
- f(ti' Sj+1)g(ti' Sj+1) + f(ti+1'sj)g(tiv Sj)
f(tl+1 S])g(tl+1 S])|
m-1in
= |[f(t 5p) = f(tivn5)]9(tus))
i=1 j=1

+ [f(ti+1'sj+1) - f(ti15j+1)]g(ti+1vsj+1)
+ [g(ti+1'5j+1) - 9(ts 5j+1)]f(ti:5j+1)
+[9(tes;) = 9(tirn, 5)1f (tir,57)]
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<sup Zuf(t 5) = (teen5)]9(t5)

+ [f(ti+1'5j+1) - f(ti’5j+1)]g(ti+1’5j+1)|
+ |[g(ti+1'5j+1) - g(ti'5j+1)]f(ti' 5j+1)
+ [g(t S}) g(tl+1 SJ)]f(tHl‘sj)'

<sup an(t 5) = f(tirn 59 (t )
+ [f(ti+1'5j+1) - f(ti’5j+1)]g(ti+1’5j+1)|

m—-1n-1

+ sup z Z|[g(tl+1 5]+1)

ooty
+10005) - 9(tesn )] (s

Sap ) S 1 e3) ~ (e s)lo(enn)

i=1 ':1

+ |f (tirns Sia1) =t Sie)||9(tirr S741) |}

m-1n-1

+ Sup Z Zﬂg(tm S]+1)

i=1"j=1

= g(tu 50| (8 5j44)
+ |g(ti' Sj) = g(ti+1:sj)||f(ti+1:sj)|}

m—-1n-1
<sup > D (1F(t5) = (e )IM,
i=1 j=1
+ |f(ti+115j+1) - f(ti15j+1)|M }
m—-1n-1
+sup > > {lg(teen 5y01) = 9t 50 My
i=1 j=1

+19(tu51) = 9(tsn, ) |Mf}
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m-1n-1
< Mgsgp Z Z“f(ti: 5;) = f(tirn 5)|
i=1 j=1

+|f (s 5j40) = F(to sz}

m—-1n-1

+ My sup D {19, 550) = 960 57)]

i=1 j=1

+19(ti5;) — 9(tien 5|}

-1
{A11f(ti+1‘ 5j+1)}
1

m-1n-1

+ Mf Sgp z Z{Allg(tHl: 5j+1)}

i=1 j=1

m—1
< Mgsup Z
=

< MgVip (f) + MpVp(g).

Dari a,b, dan c dapat disimpulkan bahwa

TV(fg,12) = Vi((F9 C3) + V,((F9) (x,.)) + Vo (f9)
S MgVi(FCLy)) + MeVi(g (L y)) + MgV (f (x,.))
+ MV (g(x.,)) + MgVip (f) + MgVpp(9)
< MgVi(f (., y)) + MgV (f (x,.)) + MyVyp (f)
+ MV (g, ) + MsV;(g(x,.))
+ MfVIg(g)

< My (Vi CD) + V(£ ) + Vg (D)

+ My (Va9 + V(9 ) + V(@)
< oo,

Oleh karena diperoleh TV(fg,12) < oo maka berdasarkan definisi
3.1.1 fungsi f g bervariasi terbatas pada I2.

Selanjutnya akan dibahas mengenai hubungan fungsi bervariasi
terbatas dengan fungsi monoton. Didefinisikan fungsi f:12 = [x, x,] X
[v1,v2] = R naik jika untuk setiap (x,y), (x’,y") € R? dengan x < x’ dan
y<y'makaf(xy) < f(x',y).
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Teorema 3.1.7
Jika f fungsi monoton naik pada 12, maka f bervariasi terbatas pada I2
dan

a. Vi(f(,y)) = flxy) — f(x,¥),
b. V,(f(x,.)) = f(x,y2) — f(x,¥1),
C. Vlg(f) = (f(xz'}’z) - f(xz'}’1)) - (f(xp}’z) - f(x1:3’1))

Bukti.
a. Diketahui f monoton naik pada 12, artinya untuk setiap y € ] =
[y1,¥2], f(.,¥) monaton naik pada I = [x;,x,] maka untuk setiap
y €] = [y1,¥-], berlaku

V[xl,xz](f(-:y)) = f(x2,¥) — f(x1, ),

Diambil sebarang partisi {t;|i = 1,...,m} pada I dengan t; < t;,,
dan t; = x; sertat,, = x,, diperoleh

m-—1 m-—1

D o ) = ) If ) = £t )]
) = 1f(t39) = FCtu Y] + [ () = F(Epy)] + -
+ |f(tme’) _f(tm—liy)l-

Oleh karena t; <t;,; dan f monoton naik maka f(t;,y) <
fltizLy)untuki =1,2,...,m.
Sehingga,

f(tiv1,y) — f(ti,y) >0
If (tiv1,y) — fEu | = f(tivn,y) — (&L Y).
Karena f fungsi monoton naik pada I2 dan x; =t; <t, <. <
tm = xz, maka
m—1
Vl(f(-;J’)) = i‘(lll)) z [Arof (tis1, I
im1

m-—1

= sup Z If (tiany) — FEu )

= |f(tz,Y) —f(t1,J’)| + |f(t3'y) —f(tz:)’)| + -
+ |f(tm:Y) _f(tm—l'Y)l
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zf(tZ'y) _f(tlﬂy) +f(t3!y) _f(t2»3’) ' +f(tmly)
— ftm-1,¥)
zf(tm'y) _f(tlﬂy);

Oleh karena t; = x; dan t,,, = x,, maka

Vi(fC,y) = f(x2,y) — F(x1, ).

Sehingga didapat V;(f(.,y)) = f(x3,y) — f(x1,y) < 0, maka
V,(f(.,v)) terbatas pada I2.

Diketahui f monoton naik pada I2, artinya untuk setiap x € I =
[x1,x5], f(x,.) monoton naik pada J = [y, y,] maka untuk setiap
X € I = [xl,xZ],

Vipoy,l(F(0) = f6,92) — £, v1),

Diambil sebarang partisi {s;|j = 1,...,n} pada J dengan s; < s;,4
dan s; = y, serta s, = y,, diperoleh

D Isof o)l = D F(rs2) = £(x5)]
j=1 j=1
= 1f(x,52) = fFOus) + 1 (x53) = F(x, 820 + -+
+1f (x,50) = £ sp-0).
Oleh karena s; <sjy; dan f monoton naik maka f(x,s;) <

f(x,sjp) untuk j = 1,2, ..., 7.
Sehingga,

f(x,sp41) = fx,55) >0

[£(x5541) = F (e 5p)| = £ 5501) = F (. 5)-

Karena f fungsi monoton naik pada I2 dan y;, =s; <s, <+ <
S, = Y5, maka

n-1

Vi(f(x,.)) = %QZIAOJ(% 5i0)

= sup2|f(x,sj+1) - f(x,sj)|

PU) &
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=|f(x,s2) = fCo,sOl+ 1f(,83) — (0,820 +
+1f G sn) — £ (%, 5p-1)

= f(x,52) = f(x,51) + f(x,83) = f(x,85) + -+ fx,55)
— f(x,80-1)

= f(x,80) = f(x,51).

Oleh karena s; = y, dan s,, = y,, maka
V](f(x')) = f(x'yZ) _f(xryl)'

Sehingga didapat V,(f(x,.)) = f(x,y2) — f(x,y1) < %, maka
V;(f (x,.)) terbatas pada 2.

Diketahui f monoton naik pada I2, artinya untuk setiap
X1,%X2, Y1,V € 12 = [x1,%,] X [v1,¥,], f monoton naik pada I?
maka untuk setiap x;, x5, y1, ¥» € 12 = [x1, %] X [y1, v, 1,

Vlg(f) = (f(xz;YZ) - f(xz'h)) - (f(x1,}’2) - f(x1'}’1))-
Diambil sebarang partisi
Q= {[ti, tiv1] X [sj, sj+1]|i =1,..,mdanj =1, ...,n} pada 12

dengan (t;,5;) < (ti+1,Sj+1) dan t; =xq, ty = X5, 53 =¥y, serta
S, = Yo, diperoleh

Z Z|A11f(ti+1:5j+1)| = Z Z |(f(ti+1rsj+1) —f(ti+1;5j)) - (f(tirsj-f»l) - f(tirsj))|
=1 = i=1 j=1

= |(f(t2'52) _f(t2;51)) - (f(fpsz) + f(t1;51))|

+|(f(ts,83) = f(ts,52))

= (ftzs3) + f(ta,5))| +

+ [ (f (tms ) = [ty Sn-1))

~ (ftmrs50) + f(tm1,5n-1))|-
Oleh karena (t;s;) < (ti+1,Sj+1) dan f monoton naik maka
f(ti,s) < f(tiv1,Sje) UNtuki = 1,2,...,mdanj =1,2,..,n.
Sehingga,

(F(tivrs341) = F(tis15))) = (F(t541) = £t 57)) > 0
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|(f(ti+1'5j+1) - f(ti+1v5j)) - (f(ti15j+1) - f(tirsj))|
= (F(tirn Sje1) = f(tisn57)) = (F(to 5j01) =F(t0.57)

Karena f fungsi monoton naik pada I2 dan x; =t; <t, < <
ty, =Xy S€rtay; =s; <s, < <5, =Yy, Maka

m-1n-1

Vllzl;(f) = Sl(;p Z Z|A11f(ti+1'5j+1)|

i=1
m—1
= sgp |(f(ti+1’5j+1) - f(ti+1’5j))

i=1 j=1

- (f(ti' Sj+1) — f(ti'sj))|

= |(f(t2r52) = f(t2,y1)) = (f Gers52) — £ (21, 31))|
+ |(f(t3:53) = f(tsysz))
- (f(t2:53) - f(tz:sz))| + o
+ |(f (2 y2) = £ (%2, 50-1))
- (f(tm—lt y2) = f(tm-1, 5n—1))|

= f(tz52) — f(t2y1) — f e 82) + f e, 1) + f(E3,53)
— f(ts,82) — f(ty,83) + f(tp,82) + -
+ (f (22 ¥2) = f(x2,50-1)) = f (tm1,Y2)
+ f (tm—1, Sn—1)-

Oleh karena t; = x4, t;, = X5, S; = ¥4, Serta s,, = y,, maka
VIg(f) - (f(xz»h) - f(xz.}’1))(f(x1,3’2) - f(x1;}’1))-

Sehingga didapat V;g f) = (f(xz'}’2) - f(xzdﬁ))(f(xp)’z) -
f(x1,y1)) < o, maka V,» (f) terbatas pada 1%,

S -
R

Untuk memahami teorema 3.1.7 diberikan contoh berikut.

Contoh 3.1.3
Diberikan fungsi f(x,y):[0,1] x [1,2] —» R, didefinisikan f(x,y) = x +
y pada [0,1] x [1,2], dari teorema 3.1.7, didapat
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a. V[o,1](f(~)’)) = f(x2,y) = f(x1,y)
=f(Ly)—f(0,y)
=1+y)—-(0+y)
= 1, untuk setiap y € [1,2].

b. V[1,2](f(x'-)) =f(x,y2) — f(x,¥1)
=f(x2)-f(x1)
=(x+2)—(x+1)
= 1, untuk setiap x € [0,1].

C. Vioax[z] f) = (f(XZJJ’z) - f(xz'lﬁ)) - (f(xl')’z) - f(xl'h))
= (f(1L2) - fF(LD) = (£(0,2) - f(O,1))
=((1+2)-Q+1D)-(0+2)-(0+1)
=B-2)-(2-1)
= 0, untuk setiap (x,y) € [0,1] X [1,2]

Sehingga dari poin a, b, dan c diperoleh

TV(fr [0,1] X [1r2]) = V[O,l] (f(;J’)) + V[l,Z] (f('y)) + V[O,l]X[l,Z] (f)
—1+1+0=2

Jadi, TV(f,[0,1] x[1,2]) =2 < o. Dapat disimpulkan f(x,y)
bervariasi terbatas pada [0,1] x [1,2].

Selanjutnya, dipaparkan mengenai teorema yang menyatakan jika
fungsi bervariasi terbatas pada suatu interval maka bervariasi terbatas juga
pada setiap subintervalnya dan variasi fungsinya dapat dinyatakan sebagai
jumlahan dari variasi setiap subintervalnya

Teorema 3.1.8

Diberikan fungsi f:12 - R, dan sebarang y €], dan f(.,y):I =
[x1,x,] = R, misalkan ¢ € [x;,x,]. Jika f(.,y) bervariasi terbatas pada
[x1,c] dan [c, x,], maka f(.,y) bervariasi terbatas pada [x;, x,] dan

VI(f(wY)) = V[xl,c](f(-:)’)) + V[c,xz](f(-'y))-

Bukti.
Diambil sebarang partisi P(I) = {t;|i = 1,..,m} pada [ = [xq,x;],
misalkan ¢ € [x;,x,] dan t;_; < c < t;, untuk suatu k € {1,2,...,m},
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sehingga

m-1 m-1

D 18of eI = ) 1 Cay) = £ )]
i= i=1
k-2

= D i) = €] + 1 609D = f i, )
i=1

+ D I ) — F )
i=k
k-2

= D 1) = £
i=1
+IFEY) ~ Fe3) + ()

m-—1

“fltea D+ D 1 En) = (&)
i=k

Oleh karena t,_; < ¢ < t, maka partisi {t;,t; ..., ty—q1,c} terletak
pada interval [x,c] dan partisi {c, ty, ty+1, .-, tm} terletak pada interval
[c, x,], sehingga

k-2

< D i) = FED] + £ 9) = f e D]

i=1

m-—1

+1f ) = FEN]+ ) I Eny) = £ 7))
i=k

Maka, untuk sebarang partisi P(I) = {t;,t,,...,t,;,} pada I =
[x1,x,], dan untuk setiap y € | = [y, y,]memenuhi

V[xl,xz](f(-JY)) < V[xl,c] (f('y)) + V[c,xz](f(-ry))

Selanjutnya ditunjukkan Vi, o (f (., ¥)) + Viex,1 (F G ¥)) < VI(F(C,¥)).

Diambil sebarang partisi P;(I) = {ty,t,, ..., t;} pada [x;,c] dan
partisi  P,(I) = {ry,1y,...,;} pada [c,x,], maka P;(I)UP,(I)=
{t1,t5, ., ty, 1y, 7o, .., 17} dengan t,1; = c. Sehingga, P,(I) U P,(I) =
{x; =t ty, ., ty =11 =C, 1y, ...,77 = X} partisi pada I = [x1,x,] dan
berlaku

48



k-1 -1
D Ihsof Cra )+ ) 80f G, V)
i=1 i=1

k-1 -1

= D f i) = FEI+ D I Giny) = FOu )
o
= > G y) = £t )]
i=1
<Vi(FC»)

Karena untuk setiap partisi P;(I) = {ty, ty, ..., tx} pada [x;,c] dan
partisi P,(I) = {ry, 1, ..., 11} pada [c, x,] memenuhi

k-1 -1
D 1o Crn N+ ) 18rof Giar, D] S ViFC3)
i=1 i=1

Maka berlaku

V[xl,c] (f(:y)) + V[c,xz](f(-'yn < V[xl,xz](f(-':)’))'

Oleh karena didapat V;(f(.,¥)) < Vix,,q(F (. 3)) + Viea ) (F )
dan V[xl,c] (f(:y)) + V[c,xz](f(-'yn < Vl(f(-':)’))y maka

VI(f(-rY)) = V[xl,c](f(-'y)) + V[c,xz](f(-'yn-

Karena Vi, i(f(.,y)) <o dan Vi, 1(f(.,¥)) <o maka

VilFCo ) = Vie,a FC ¥ + View, ) (F (L)) <o, sehingga  f(., )
bervariasi terbatas pada I = [x4, x,] untuk setiap y € [y;, ¥,].

Teorema 3.1.9

Diberikan fungsi f:12 - R, dan sebarang x €], dan f(x,.):J =
[y, ¥2] = R, misalkan d € [yy,y,]. Jika f(x,.) bervariasi terbatas pada
[y1,d] dan [d, y,], maka f(x,.) bervariasi terbatas pada [y, y,] dan

Vi (f(x,.)) = Viy, a1 (F (x,)) + Vg y,1 (f (%, ).

Bukti.
Diambil sebarang partisi P(J) = {s;|j = 1, ...,n} pada [y,, y,], misalkan
d € [y,,y,]dans,,_; < c <s,, untuk suatu w € {1,2, ..., n}, sehingga

49



Z|A01f(x' 5j+1)| = Z|f(x' Sj+1) - f(x' SJ’)'
j=1 j=1

= ) [fCosien) = FCos)] +1£ Cesw) = £ 80-0)

Jj=

=

n-1

+ D 1 a3 = F@ )

j=w

|f(x.5541) = f (3. 57)]
+ |f(xisw) _f(x' d) +f(x! d)

n-1

[ Dl + D IF(si) = £(05)

j=w

gl

1

-
1l

Oleh karena s,,_; < d < s,, maka partisi {s;, s ..., Syy_1, d} terletak
pada interval [y;,d] dan partisi {d, s, Syw+1, .-, Sn} terletak pada interval
[d, ], sehingga

w-=2

< D 1Fesn) = £ )]+ 1 G d) = £Go50-0)]
= n-1
FIf ) = F D]+ ) [f(sj) = £(x.5)]
j=w

Maka, untuk sebarang partisi P(J) = {s;|j = 1,...,n} pada ] =
[y1, ], memenuhi

V[YLYZ] (f(x’ ' )) < V[yl,d] (f(xr : )) + V[d,yz] (f(x; . )):

Selanjutnya ditunjukkan Vi, o1(f (x,.)) + Via,, 1 (f (x,.)) < V,(f(x,.)).
Diambil sebarang partisi P;(J) = {sq,5S2, ..., Sw} pada [y;,d] dan

partisi P,(J) = {us,up, ..., us} pada [d,y,], maka P;(J)UP,(J) =

{$1,52, S Ug, Uy, .., Uy} dengan sy, u; =d. Sehingga, Py(J) U

P,(J) = {y1 = 51,50, Sw = U1 = d, Uy, ..., uqg = y,}  partisi  pada
J = [y1,¥,] dan berlaku
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-1 q-1

|01 (2, 5740)] + ZIAmf(x )|

S

= Z £ Ger5ya) = £ 57)] + Z|f(x 4y1) = ()
.

= > 1fCos) - sl
j=1

Karena untuk setiap partisi P; (J) = {sq,55, ..., S,,} pada [y;,d] dan
partisi P,(J) = {uy,uy, ..., u,} pada [d, y,] memenuhi
w-1 q-1

|B01f (%, 5j51)| + Z|A01f(x' Wis1)| < Wyt (Fx,))
=1

j=1

Maka berlaku

Viyna) (F () + Vi) (F (,)) < Vi, 9,1 (f (),

Oleh karena diperoleh Vi(f(x, ))<= Vg, aq(f (x,.)) +
Viay,1(f (x,.)) dan Vi, a1(F (x,.)) + Via,y,1(F (x,.)) < V;(f(x,.)), maka
Vi(f(x,.)) = Viy, a1 (F (x,)) + Vg y, 1 (f (x,)).

Karena Vjy, q1(f(x,.)) <o dan Vg, ;(f(x,.)) <o maka

Vi(f(x,.)) = Vg, a)(f (x,.)) + Vjay,1(f (x,.)) < oo, sehingga f(x,.)
bervariasi terbatas pada J = [y;, y»| untuk setiap x € [x4, x5].

Teorema 3.1.10

Diberikan fungsi f:12 > R, misalkan (c,d) € IZ = [x1, %3] X [y, Y]
Jika f bervariasi terbatas pada I; = [xq,c] X [y, d], I, = [xq,c] X
[d,y,], 15 = [c,x,] X [y4,d] dan I, = [c, x,] X [d,y,], maka f bervariasi
terbatas pada I2 dan

Vis(f) = Vi, () + Vi,(f) + Vi, (f) + Vi, ().
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Bukti.

Diambil sebarang partisi

{[ti, tiv1] X [sj,sj+1]|i =1,..,mdanj =1, ,n} pada I2 =[xy, x,] X
[y1,¥2], misalkan (c,d) € Ib [x1, 2] X [y1,¥2] dan (te_1,5w-1) <
(c,d) < (sy,tx), untuk suatu k €{1,2,..,m} dan w € {1,2,..,n},
sehingga

|A11f(tz+1 5]+1)|
i=1 j=1
m-1n-1
= ‘ |(f(tl+1 S]+1) f(tl.+1 S])) (f(ti,5j+1) _f(ti,sj))|
o
= |(f(tl+1 S]+1) f(tl+1 S])) (f(t Sj+1) _f(t' Sj))|
i=1 j=1
+(f e sw) = f (o Sw-1)) = (F (=1, 5w) = [ (i1, 5w-1)) |
1n-1

+ Z Z |( (ti+1rsj+l) - f(tiﬂ,sj)) - ( (ti;5j+1) _ f(ti;Sj))|

- Z Kf(tl“ siv1) = (tivn, SJ)) (f(ti Sj+1) —f(ti:sj))|

+|(f c, d) f(c sy- 1)) (f(tk 1 d) = f(tk—1,Sw- 1))
+ (f(c,sw) = fc,d))
- (f(tk—psw) — fte-1, d))
+ (f (b ) = f(ti Sw-1))
—(fle,d) = flc,sw-1)) + (f (tr,50) = f(tye, D))
- (flesw) = fe,d)|

Z Z f(tivnSjen) = f(ti+1'sj)) - (f(tifsj+1) - f(tifsj))|

j=w

|
_
\.

Oleh karena (tx_1, Sw—1) < (¢, d) < (sy, tr), maka partisi

Q1 = {ty, ty, . tg—1, ¢} X {51,85, ..., Syy—1,d} terletak pada interval
11 = [xll C] X [}’1' d]1
Q, = {ty, ty, ... ty—1, c} X {d, sy, Sw+1, -, Sp} terletak pada interval
I, = [xq,c] x [d, y,],
Qs = {¢, tis1, tirzs - tm} X {51,592, ..., Sy—1,d} terletak pada interval
13 = [CixZ] X [Y1;d]1
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Q4 ={c, tys1s tigrzs -t} X {d, S, Sw1, -, S} terletak pada interval
I, = [c,x;] X [d, y,].
sehingga

k-2w-2

= Z | f(tisr Sjan) — f(ti+1v5j)) - (f(ti15j+1) - f(ti’sj))l

i=1 j=1
+|( (c,d) = f(c, Sw—l)) - (f(tk—pd) — f(tk-1 5w—1))|
+|(fe.sw) = fe, D) = (f (tr=1,5w) = f(tyer, D))

k-2 n-2

S

+Z _Z |(F(ters500) = F(tev05)) = (£ (t50) = F(80'5) )|
+ Z Z |(f(ti+1:5j+1) - f(ti+1,sj)) - (f(tilsj+1) _ f(tiysj))|

+|(f(tk' d) - f(tk' Sw—l)) - (f(C, d) - f(C; SW—l))|
+(f o sw) = ft D)) = (f(,50) — fc, D)

m-1n-1

+ Z |(f(ti+1rsj+1) — f(tisa, Sj)) - (f(ti: Sj+1) = f(ti,sj))|.

i=k j=
Maka, untuk sebarang partisi

Q = {[ti tixa] x [Sj:5j+1]|i =1,..,mdanj =1,..,n} pada 1k =
[x1,%,] X [y1, V2], memenuhi

VIg(f) <V,()+V, () + V() +V, ().

Selanjutnya ditunjukkan V; (f) + V., (f) + V,,(f) + V,,(f) < V,g(f).
Diambil sebarang partisi  Q; = {tq, ty, ...ty } X {51, 55, ..., 5} pada
I = [xq,¢] X [y4,4d],

partisi Q, = {ty, ty, ...t} X {ug, Uy, ..., ug} pada I = [xq, c] X [d, y,],
partisi Q3 = {ry, 1y, ..., 11} X {81, S2, ..., S} pada Is = [c, x,] X [yy,d],

dan partisi Q3 = {ry, 1, .., mi} X {ug, uy, ..., u,} pada I, = [c,x,] X
[d, y,], maka

QLU QU Q3UQy = {ty,ty, i, Ty, 1oy v, T} X {S4, 53, v Sy Uy, Us,s ...,uq},
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dengan ty,r; =c dan s,,u; =d. Sehingga, Q;UQ,UQ3UQ, =
{ty, ty, ety =11 =€, 19, e, i} X {51, S0, 0, Sy = Uy = d, Uy, ...,uq}
partisi pada I2 = [x;,x,] X [y, V] dan berlaku

k-1w-1 k-19-1 1-1n-1
|A11f(ti+1,s,~+1)| + Z ZlAllf(ti+1ruj+1)| + |A11f(n-+1,sj+1)|
i=1 j=1 i=1j=1 i=1j=1
1-19-1
+ |A11f(rz+1 u]+1)|
i=1j=1
k-1w-1

| f(tive sj41) — f(ti+1'5j)) - (f(tz:5j+1) - f(t,-,s,-))|

1

i=1j

+
=
|
[
S
|
S

|(f(tl+1 u]+1) f(tl+1 u])) (f(ti:uj+1) - f(tiJuj))|

o
RoR
S w

—
=R

+
INg
M

Rk

|( (T”i+1'5j+1) - f(ri+1'5j)) - (f(”i,sj+1) _f(Ti'Sj))|

1
Q.

n
(SN

|(f(rl+1 u]+1) f(rl+1 u])) (f(rivuj+1) - f(ri:uj))|

=
I
=

J
2k+21-42w+2q—4

= Z Z |(f(ti+1,Sj+1) - f(ti.,.l,sj)) - (f(ti'5j+1) _f(ti,Sj))|

i=1 j=1

Karena untuk setiap partisi Q; pada I, partisi Q, pada I,, partisi Q5
pada I3, dan partisi Q, pada I,, memenuhi

Vi,(F) + Vi, (F) + Vi, () + Vi, (f) < Vip ().

Oleh karena diperoleh V,g(f) <V, () +V,(O)+V,(H)+V,(H)
dan V;, (f) + Vi, (f) + Vi,(f) + Vi, (f) < V;p(f), maka

Vlg(f) =V, () +V, () +V,(f) + V().

Karena V; (f) < oo, V,(f) <oo, V, (f) <oo, dan V,(f) <o
maka  V;p (f) = Vi, (f) + Vi,(f) + Vi, (f) + V1, (f) <o, sehingga f
bervariasi terbatas pada I2.
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Berikut diberikan contoh dari fungsi bervariasi terbatas dua variabel.
Contoh 3.1.4

Diberikan fungsi f(t,s):[0,1] X [0,1] - R, dengan f(t,s) =
3Vt +In(t + 1) — 53s2. Akan dibuktikan bahwa fungsi f merupakan
fungsi bervariasi terbatas pada [0,1] x [0,1].

Diambil sebarang partisi P(I) pada I = [0,1], misalkan P(I) =

{t;li=1,..,m}= {# |i =1, m} dan sebarang partisi P(J) pada
J=[01], misalkan PQ)={sj=1,..n}={L]j =1,..,n}. Maka
partisi dari interval 12 = [0,1] x [0,1] adalah

[ 2 x[£.2|i=1...mdanj =1,...n}.

m m

Variasi total dari fungsi f adalah
TV(f,18) = Vi(f (,y) + V(f (x,.)) + Vs (f)
a. Pertama akan dihitung untuk V;(f (., y)),

V£ 9)) = Z |B10f 111, )]

m—l
- Z|f(tl+1 y) — fltu )l

1

= 2 ()= ()
ks

By

3
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e (n(EE) ()

Sehingga,
V{FC.7)) = sup Vu(f, C.3))

= SUPpeN <3%(\/ﬁ— 1) + lni—mm> =3+In2.
m2

. Akan dihitung untuk V; (f (x,.)),

n-1
Va(FG0) = D o (o))
j=1

F Z|f(x, siv1) — f(x )]

J

(3\/5 +In(x +1) — 53 (i —; 1)2>

- <3\/E+ In(x +1) — 5@)
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51 -

n3}1

=5~ (1),

n3

Sehingga,
V(f(x,)) = sup Vu(f(x,))

—f:;s(sn (2 - )>

. Akan dihitung untuk V;»(f), dengan 12 =10,1] x [0,1]

II
._;
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Sehingga,
VI}; (f) = sup Vm,nEN (f) =0

Dari a, b, dan c didapat,

TV(f,18) = Vi(F G,y + V(f(x,.)) + Via (f)
=3+In2+5
=8+4+1n2 < .

Oleh karena diperoleh. TV(f,12) =8 +1In2 < o, maka dapat
disimpulkan bahwa fungsi f bervariasi terbatas pada 12 = [0,1] x [0,1].

Contoh 3.1.5
Diberikan fungsi f(t,s):[0,1] x [0,1] —» R, dengan f(t,s) = 2t +

cos (g) Akan dibuktikan bahwa fungsi f tidak fungsi bervariasi terbatas

pada [0,1] x [0,1].

Diambil sebarang partisi P(I) = {t;|i =1, ...,m} pada I = [0,1],
misalkan  {t;, t;;qli = 1,. m}—{i ﬂ| =1,. m} dan sebarang
partisi.  P()={sjj=1,..,n}  pada =[0,1],  misalkan

" 1
{sj,sj+1|]=1,...,n}—{2] i 1|]—1 }

Maka  partisi  dari interval 12 =1[0,1] x [0,1] adalah

{[iﬁ] X [Li] |i =1,..,mdanj =1, n} Variasi total dari
m- m 2j—1"2j

fungsi f adalah
TV(f,12) = Vi(FC.y) + V(£ (6)) + Vip ()
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. Pertama akan dihitung untuk V;(f (., y)),

m-—1

Vn(FC2)) = D 1rof (tivn, )
i=1
m—1

- Zl|f(ti+1.}’)—f(ti,}’)|
()= 1(5)
- () s (3) - () )
=23, |5
-2

Sehingga,
vi(f,») = sup V(. C.3))

m—1
=S (2 (T)) N
. Akan dihitung untuk V,(f (x,.)),

V(FGe0) = ) [sof (x,570)
j=1

m—1

-2,

i+1
m

n-1
= D I Gesia) — £ ()]
j=1

n-1
=2 (55) -1 ()
j=1

- Z|(2x + cos((2j — D)) — (2x + cos((2))))|
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=Y 1D - @

j=1
>2(n-1)

Sehingga,

V,(f(x,.)) = SggVn(f(x,-))

Akan dihitung untuk V;»(f), dengan 12°=10,1] x [0,1]

m-1n-1

Vn (f) = Z Z|A11f(tz+1 5}+1)|

i=1

3
AR
S
AR |

I
DMis
(N

|(f(tl+1 sjs1) = f (tisas 51)) (f(ti'5j+1) - f(t Sj))|

-5 (o) ot
— ((2 (%) + cos((Zj)n))))
- ((2 (%) + cos((2j — 1)71))
_ ((2 <%> + cos((Zj)n))))‘

= TTH f_1|cos((2j — Dn) — cos((2j)m) — cos((2j — D)

i ) + cos((Zj)n)|
= 0.
Sehingga,

Vlg (f) = sup Vm,nEN (f) =0
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Dari a, b, dan c didapat,

TV, 1) = Vi(F . y) + V(f (x,.)) + Ve (f)
=240+ 0=o00,

Oleh karena diperoleh TV(f,12) = oo, maka dapat disimpulkan

bahwa fungsi f tidak bervariasi terbatas pada 12 = [0,1] x [0,1].

Suatu fungsi kontinu dikatakan bervariasi terbatas jika memenuhi
syarat perlu dan syarat cukup yaitu dapat dinyatakan sebagai selisih dua
fungsi kontinu naik monoton, tetapi terdapat suatu fungsi kontinu yang
tidak bervariasi terbatas.

Contoh 3.1.6
Diberikan fungsi trigonometri

tsin(lj—ssin(}j ,(t,s) #(0,0)
f(t,s)= S t pada [0,1] x [0,1]
0 ,(t,5) =(0,0)

Ditunjukkan fungsi f (t, s) kontinu, untuk t # 0 dan s # 0, maka didapat

. (1 . (1 (1 . (1
‘tsm(—) — §Sin <—>| < |tsm(—>| - |ssm (—)|
S t S t
<|t].1—|s|.1
< [t| = Is]

Sehingga untuk
1 1
_tsin(=)—=ssin(=) () # (0,0)
ft=t50)=ssn(}) 02 @0
Didapat
If (& )| < |e] —Is|
Untuk setiap (t, s), maka

(t,s%gT(lo,o)f(t' s$)=0

Dan diketahui f(t,s) = 0 untuk t = 0 dan s = 0. Sehingga fungsi
tersebut kontinu.
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Dibuktikan fungsi f (t, s) tidak bervariasi terbatas. Diambil sebarang
partisi P(I) pada I = [0,1], yaitu

P() = {t;]i = 1,2, ..., m} ={ (2i-§1)n'(2i—21)n] |i 12, m}

dan sebarang partisi P(J) pada J = [0,1], yaitu
. 2 .
PO) = {sili = L2 -.n} = {| Zi5m am] [ = 120 om).

Maka partisi dari interval I2 = [0,1] x [0,1] adalah

2

{[(2i+1)n’(2i— 1,..,mdanj =1, n}

1)n] x [(2j+1)n’(2j—1)n] |l -
Variasi total dari fungsi f adalah

TV(f,12) = Vi(f . YN+ V(f (x,.0) + Vi (f)

a. Untuk V,(F(.,y))

m-—1

Va(FC0) = D 18saf i )]

i= 1

= Zv(tm y) = £t )|

% | ((21—1)7‘[ ) f((Zi-l-#l)n'yN

- ((ﬁ sin %)
a2 m)

|((21—1)n ) yED - (ﬁsin%)

-y

m-1

i=1

62



m-1

i=1 |( @-nr" ) ((21f1)n51n1>+3’+y
m—1
N L |<(2i —2 D Sinl) (ﬁsm 1) + 2y|
i=1
Oleh karena
m-—1
Z 2y 2 2y(m— 1)
i=1
Maka

Vi(f(.,y)) = oo.

Oleh karena diperoleh V;(f(.,y)) = o, maka TV(f,IL) = co.
Sehingga fungsi tersebut tidak bervariasi terbatas.

63



‘ BAB IV

KESIMPULAN

Penelitian ini merupakan penyelidikan sifat-sifat yang mungkin
berlaku pada fungsi bervariasi terbatas pada ruang R? dengan berdasarkan
sifat-sifat yang berlaku pada fungsi bervariasi terbatas pada ruang R.
Pembuktian sifat — sifat fungsi bervariasi terbatas pada ruang R? dilakukan
dengan cara yang analog seperti pada sifat dan bukti fungsi variasi terbatas
ruang R. Dalam penelitian ini disimpulkan bahwa sifat-sifat yang berlaku
pada fungsi variasi terbatas pada ruang R juga berlaku untuk fungsi
bervariasi terbatas pada ruang R?. Himpunan semua fungsi bervariasi
terbatas tertutup terhadap operasi perkalian skalar, penjumlahan dua
fungsi, dan perkalian dua fungsi. Selain itu juga disimpulkan bahwa fungsi
bervariasi terbatas dua variabel juga merupakan fungsi terbatas pada setiap
sub persegi subset R?. Setiap variasi dari fungsi bervariasi terbatas dapat
dinyatakan sebagai jumlahan dari setiap sub perseginya. Yang terakhir
penelitian ini juga membahas mengenai hubungan fungsi bervariasi
terbatas dengan fungsi monoton.
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