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Abstrak

Setiap obyek dalam kategori yang dilengkapi dengan obyek inisial dan koproduk disebut obyek
kogrup asalkan obyek tersebut memenuhi sifat koasosiatif, mempunyai elemen koidentitas dan
memenuhi sifat koinvers. Untuk setiap obyek kogrup G, himpunan endomorfisma dari G ke G yaitu
Hom(G,G) merupakan near ring terhadap operasi penjumlahan “@® ~ dan operasi pergandaan ".".

Pada Tulisan ini diperdihatkan bahwa Hom(G,G) dapat dipandang sebagai B:;- near ring terhadap

kedua operasi biner tersebut.

Kata Kunci: kategori, obyek Kogrup, near ring, B;- near ring.

Abstract

Every object on category with initial object and coproduct is called cogroup object if that ohject
satisfied coassociative condition, there is element coidentity and fullfied coinvers condition. For any
objeck cogroup G, set of endhomorphism G i.e Hom(G,G) is near ring over additive operation @ "

and multiplicative operation "=". In This article we shown that Hom(G,G) can be considering as Bi-

near ring over both operation.

Key words : categories, cogroup object, near ring, Bi- near ring

A. PENDAHULUAN

Kategori terdiri dari kelas yang berisi
obyek-obyek dan  himpunan morfisma dari
obyek satu ke obyek lainnya serta memenuhi
aturan tertentu (Schubert, 1972). Dalam
kategori dikenal adanya obyek terminal dan
inisial serta produk dan koproduk. Dalam clay
(1994) setiap obyek dalam kategori yang
memuat obyek terminal dan produk serta
memenuhi aksioma tertentu (menyerupai
aksioma grup) disebut obyek grup. Dual dari
obyek grup disebut obyek kogrup yaitu obyek
dengan sifat khusus yang diperoleh dari
kategori yang memuat obyek inisial dan
koproduk. Pada artikel ini dibutuhkan
pemahaman tentang teori kategori dan fungtor
yang dapat dipelajari di(Schubert, 1972;
Adamek, dkk., 2004; Pareigis, 1970).

Near ring merupakan generalisasi dari
ring. Himpuanan N dengan operasi
Penjumlahan “+” dan perkalian """ disebut

near ring asalkan (N.,+) adalah grup, (N1)

semigrup dan (N,+JD memenuhi salah satu

hukum distributif (kiri atau kanan) (Pilz, 1983).
Jika (N,+JD memenuhi hukum distributif kiri,

maka near ring (N,+,’ ﬁ) disebut near ring kiri
(N,+])
distributif kanan, maka (N,+, ) disebut near
ring kanan. Pada (Nikken, dkk., 2007; Clay,

dan sebaliknya jika memenuhi

1994) telah dijelaskan bahwa himpunan
endomorfisma dari obyek grup G yang
dinotasikan Hom(G,G] dapat membentuk

struktur sebagai near ring (kanan) terhadap
operasi biner "®" dan "o" yang didefinisikan
pada Hom(G,G) . Dilain pihak untuk
himpunan endomorfisma dari obyek kogrup G-
pun juga diperoleh hasil yang analog bahwa
himpunan Hom(G,G) dapat membentuk
struktur sebagai near ring (kiri) terhadap
operasi "@" dan "o".

Pada Balakhrisnan, dkk. (2011)
diperkenalkan tentang B: near ring sebagai
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suatu jenis near ring. Near ring (N,+,’_)
disebut B: -near ring jika untuk setiap ae N
terdapat xeN" sedemikian sehingga
Nax = Nxa . Pada makalah ini akan

diperlihatkan bahwa Untuk setiap obyek kogrup
G, maka neari ring Kiri (Hom(G,G],@,c]

merupakan B; -near ring.

B. HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Near ring dan B; -Near ring

Pada bab ini diberikan definisi dari near
ring yang merupakan perumuman dari ring,
selain itu juga akan diberikan beberapa contoh
near ring.
Definisi 1 Himpunan N dengan dua operasi
biner "+" dan "e" disebut near ring jika
1. Himpunan (N,+) adalah grup (tidak harus

abelian),

2. Himpunan (N ,0] adalah semigrup,

3. Himpunan (N,+,0)

distributif kanan atau kiri.
a. Distributif kiri :

(Vf?l,f?g,f?; EN) o(ny+n)=nen,+nen
b. Distributif kanan :

(Vn] i f N)(n] +n,)en, =nen, +n,en,

memenuhi  sifat

Near ring vyang memenuhi hukum
distributif kiri disebut near ring kiri yang
hukum distributif kanan . Near ring N
terhadap operasi "+" dan"e" dinotasikan

dengan (N,+,0),

Contoh 2 Diberikan grup I' dengan operasi
"+" (tak harus abelian), dengan elemen netral
o ("omykron”). Jika pada grup I' didefinisikan

operasi "e" vyaitu (‘v’ﬁ,yer)}’-520, maka

(F,+,o) merupakan near ring.

Contoh 3 Diberikan grup (F,+). Dibentuk
End(T)={f1f:T -»T}=I", yaitu himpunan
semua fungsi dari grup [' ke grup I', maka
End([‘) merupakan near ring, terhadap

operasi jumlahan "@"  dan komposisi fungsi
n.n

o' yang didefinisikan sebagai berikut :
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(Vf.g € End (T))(vxel)(f ®g)(x) = f(x)+g(x)

(1) (Vf.g € End(T))(Vxel)(f o)) = f(g(x))
(2)

1. Himpunan (End(l"],@) merupakan grup.
(a)Tertutup
Untuk setiap f,gEEnd(F), dan xeT,
berlaku (f ® g)(x) = f (x)+ g(x),
f(x)+g(x)el, maka
fdg eEnd(F) ;
(b) Asosiatif
Untuk setiap f,g,heEnd(F], dan xel,
berlaku
(f© )@ M(x)=(f D g)x)+h(x)= f(x)+g(x)+h(x)

= f+(@®NE=(f B ®m)(x)
(c) Elemen netral
(30 € End(l‘))(‘v’x = l")(‘df = End(l'))(f @ 0)(x)

= f(x)+o(x) = f(x)
(Elo € End(l‘))(‘v’x € F)(‘v{f e End (F))(o ® f)(x)

=o(x)+ f(x)=f(x)

karena

yaitu dapat ditemukan fungsi ¢:1"— 1" yang
memetakan elemen netral [" kepada dirinya

sendiri sehingga o(x) merupakan elemen
netral di End (T).

(d) Elemen invers
(V{'E End (17))(3F 'E!‘_'n.r.f[l']][\f.\'el'J[f'Ei)f' Wa)=(f B F)Hx) = olx)

Untuk setiap feEnd(l"), pasti dapat
ditemukan f':T'—T dengan f'=-f,
yaitu — f: I =T x> —f(x), sehingga
(FEEN)(x)=F@)— fX)=—f @)+ f (x)

== ® f)(x)=0(x)
Dari (a) - (d) terbukti bahwa (End(T).®)

merupakan grup.

2. Himpunan (End(l"],o] adalah semigrup.
(a) Tertutup
Untuk setiap f,geEnd(F), dan xel,

berlaku (fog)x)=f(g(x)), karena
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f(g(x)) juga merupakan fungsi dari
grup I ke grup T, maka fogEEnd(F).
(b) Assosiatif
(Vf.g.he End (T))(f°g)eh)(x)
=(feg)h(x))= f(g(h(x))

((fog)eh)(x)=f((geh) () =(f (g o))

3.Himpunan (End (F),é,o) berdistributif kanan.
(Vf.g.h€End (D)) (f D g)eh)x)=(fDg)h(x)
= f(h(x))+ g(h(x)) = (f e h)(x) + (g o h)(x)
=((/ o) (g oh))(x)
Dari (1) - (3), maka terbukti (End(r],é—),o)
merupakan near ring. o

Bi-near ring merupakan bentuk khusus dari
near ring sebagai mana diberikan dalam
definisi berikut

Definisi 4 Near ring (N,+D] disebut B: — near

ring jika untuk setiap ae€N, terdapat
x € N\{0} sedemikian sehingga Nxa= Nax.
Selanjutnya diberikan teorema yang

menjelaskan syarat cukup agar sebuah near
ring merupakan Bji-near ring sebagai mana
diberikan dalam teorema berikut:

Teorema 5 Jika (N,+J_|] merupakan near ring
dengan elemen satuan, maka N merupakan Bi-

near ring
Bukti :
Diberikan near ring (N,—i—,:) merupakan near
ring dengan elemen satuan 1. Dibuktikan
bahwa (N,+JD merupakan Bi-near ring.
Diambil sebarang a@eN, terdapat 1eN

sedemikian hingga N.la=Na.l=Na. Jadi

terbukti N merupakan B;-near ring. ®

2. Obyek Kogrup

Obyek kogrup dapat dikatakan dual dari
obyek grup. Dalam obyek grup harus terpenuhi
sifat-sifat yang menyerupai aksioma grup yaitu
asosiatif, eksistensi elemen netral dan
eksistensi elemen invers. Sedangkan dalam
obyek kogrup sifat yang harus dimiliki adalah
koasosiatif, eksistensi elemen koidentitas dan
eksistensi elemen koinvers. Penjelasan definisi
kogrup dituliskan dalam bentuk bagan dan
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didefinisikan secara kategoris sedemikian
hingga untuk mempelajari bagian ini pembaca
terflebih dahulu harus memahami konsep
kategori dan fungtor terutama pengertian
tentang obyek inisial dan koproduk.

Syarat yang harus dimiliki agar suatu
kategori ~© mempunyai obyek kogrup adalah
koproduk dan obyek inisial I, dimana untuk

XYel A, (S(XY).e.e)

merupakan notasi untuk koproduk dari X dan
Y. Sedangkan aksioma yang harus dipenuhi
suatu obyek kogrup adalah sebagai berikut:

1. Koasosiatif

Akan didefinisikan dual dari sifat assosiatif.

Diberikan morfisma x': H{Jm(G,(S(G,G)]],
dan diambil sebarang marfisma
f=((ee,).e;) dan g :(e] ,(ez,e._‘)), dengan
¢,:G—>5(G,G,G), untuk i =1,2,3.
f=((er.e).¢:):8(5(G.G).G) > §(G.G.G).dan
g=(e.(¢,¢)):8(G.5(G.G))—>5(G.G,G)

sebarang

Dipenuhi diagram komutatif untuk sifat
koassosiatifnya sebagai berikut :
i wvly
[s6ce — sweae b——-y7 sca
SGSGG)
Lo
[sGa k [e]
Gambar 1. Diagram Koasosiatif
Yaitu dipenuhi bahwa

fo(mvly)en'=geo(l,va')on'. Atau dengan
kata lain untuk setiap a G, dengan f dang
merupakan fungsi yang terpartisi dalam bentuk
f=(e.e,)e;) dan g :(e] (e.¢;)), maka
berlaku :

(Fe(zvic)er')(a)=(f o(m Vi)' (@) =(F o7V 1o) )@ a)

=fl(z v )apa))=f (2.0, ). )=(a,.a,.0,),

(ge(lev)om)(a)=(go(lsvr))(m'(a))=(g=(l va))(a.a)

=g({ll; v;r'][al,a: ]]= £ [.“l’[“:l’“::”= [“l sty )

Sehingga harus bahwa

(an >0y, ) = (a] Syt )

dipenuhi
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2. Eksistensi elemen koidentitas
Untuk mencari elemen koidentitasnya,
dibutuhkan diagram berikut :

vl Lvu
[su) le— s |—{sio.0

(ig.15) ©

[1g,ig )

] G I

L

Gambar 2. Diagram Koidentitas

Harus dipenuhi bahwa

(1 15)or = (iglg) " dan (1 v o= (1)

untuk setiap (g,.g,)€5(G.G)

terdapat i/, sehingga

((avig)em)(g)=(uv15)(7'(3))

=(1v15)(81:8:)=(i.25)
=(i.g)=(is-15) " (8)

((lfx'v)u Jor' )(3):(]0\’#')(7?'(3))

Z(IC;V,U')(g],gl)

=(g],i)Z(g,I'JZ(lG,iG)_](g)

Dari sini harus dipenuhi bahwa untuk setiap
g €G. dengan 7'(g)=(g,.g,). maka

(8-1)=(g,.i) dan (i.g)=(i.g,)-

3. Eksistensi elemen koinvers
Selanjutnya akan dijelaskan eksistensi
elemen koinversnya. Jika diberikan

a:Hom(G,G), yaitu untuk setiap geG,
a(g)=g ' €G, dipenuhi diagram komutatif
berikut.

-1

Artinya ,

avl, Lover

85(G.G) m—— S8(G.G) ——™ S(G.G)

v:-l lv:-

[e - |e

) & Jl )
! lo—11]
M

u

Gambar 3. Diagram Koinvers

Atau dengan kata lain dipenuhi bahwa :
Vo(avl,)er'=ijou'=Vo(l,va)en'
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Artinya untuk setiap g€ G, dengan ﬁ'(g)=
(g],g,)eS(G,G},

( )dan (g],gz_]), sehingga
(Va(avig)or)(s)=(Ve(avi,))(7'(s))

:(Vo(a\"lc;))(ghgz):V(gl_]vgz):g'

terdapat

I.
("
it

Dari penjelasan-penjelasan yang telah
dijabarkan, diperoleh definisi tentang obyek
kogrup sebagai berikut :

Definisi 6 Diberikan kategori -, A,Be| - |,

dan obyek Terminal I . Koproduk dari A dan B
dinotasikan dengan S(A,B). Obyek kogrup
adalah gquadruple (G,n",,u',o:), dengan Ge| ~
, x'e Hom(G,S(G,G)), u'e Hom(G,1),
aeHom(G,G], dan Diagram 2.1, Diagram
2.2 dan Diagram 2.3) adalah diagram yang
komutatif.

Teorema 7 Diberikan
(G.x'.u'.@) pada kategori -

obyek  kogrup
untuk suatu

X e| ~ |, didefinisikan operasi "®" untuk

Hom(G,X ) vaitu jika diambil sebarang
f.geHom(G.X), maka f@g=(f.g)x"
Sehingga Hom (G,X) merupakan  grup
terhadap operasi "®", dengan elemen
identitasnya i, oypl,dan elemen inversnya
—f=fea.

Bukti : (Nikken dkk, 2007)

Untuk membuktikan (Hom(G,X],@] grup,
maka harus dipenuhi aksioma -

aksioma sebagai berikut :

1. Tertutup terhadap operasi "@®".

Diambil sebarang f,geHom(G,X], dan
R"ZG—)S(G,G]. Akan ditunjukkan bahwa
f@gEHom(G,X]. Yaitu  jika  diambil

sebarang a € G, diperoleh bahwa :
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(f@g)(a)=((f.8)o7")(a)=(f.2)(7'(a))
=(f.8)(ap.a,)=(f(a).8(a,)).
Dapat dilihat bahwa (f(a]),g(az)}eS(X,X),

untuk membawanya ke sebuah elemen didalam
X, perlu dilihat kembali bahwa pasti dapat

dibentuk suatu aturan fungsi
Lyva'y :S(X.X)>S(X.1)
:S(X.X)—>S(1.X),
S(X,X] oleh fungsi
tersebut pasti dapat dibawa ke sebuah elemen
didalam S(X,/)dan S(/,X). Karena fungsi

dari S(X,X] ke S(X,I] dan S(X,X) ke
S(I,X] selalu dapat didefinisikan, maka untuk

Hom(G,X] dapat

dipandang dengan aturan komposisi fungsi
sebagai berikut :

f@g=(f.g)er":G>5(G.G)
—)S(X,X)—)S(XJ);X,

dan

fOg=(f.g)en":G—->S(G.G)
>5(X,X)>S(1,X)=X.

Oleh karena S(X.,/)=X dan S(/,X)=X.
diambil

dan u'yvl, sehingga

untuk setiap anggota di

operasi "®@" pada

Sehingga jika sebarang ae€G

diperoleh bahwa :

(r@g)(a)=((f.g)ex)(a)=(f.2)(7'(a))
=(f.8)(ap.a,)=(f(a).8(a,))
=(f(a).i)=1(a),
atau
(f@8)(a)=((f-8)°7)(a)=(f:8)(7'())

_(f g( ) (f(al)’g(az))
=(i.8(a))=28(a).

Dapat dilihat bahwa ( f(a).g(a,) )ES(X X),
dan dengan aturan yang sudah dijelaskan
diperoleh bahwa f(q,).g(a,)e X.

Dengan demikian terbukti Hom(G,X) tertutup

terhadap operasi "®@".
2. Asosiatif
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Diambil sebarang
f.g.he Hom(G,X), dana € G, maka berlaku

Karena (G adalah obyek kogrup, maka dari
sifat koasosiatifnya harus dipenuhi bahwa
(a”,ap,a,):(a],a,] .4y, ). sehingga diperoleh :
(f$‘~’]®h] (a) [f (an) (2’ ”l]h[" J]J (f(“ll]'(g~;3)("|:~":])
= (£(a) (80 (az0))=(1 ().(g-0)o 7'(a,))
=[ thﬂ']u,a [ ({h o"] ((:]

U@ q@h]

Terbukti Hom(G.X)

koassosiatif terhadap operasi "@".
3. Eksistensi elemen identitas
Diambil sebarang feHom(G,X), uG-I,
dengan
iou"G—o>I1—-X

memenuhi sifat

ari—o
Akan ditunjukkan bahwa i, o' adalah

elemen identitas untuk Hom(G,X).

Yaitu untuk sebarang
f e Hom(G,X ), akan dibuktikan

f@®(iyep)y=(f.0)dan (i, c2")® f =(0.f).

Diambil sebarang a € G, maka
(@0 o)) =(( £ i e )oY (@) =( (i) )
{f{(i,],(r‘x9;!']((:;]):{ {(i,_,r,‘ [,{: (r:_n
()i (i) =(f (a,).0)

Karena G adalah obyek kogrup, maka
dari sifat koidentitasnya harus dipenuhi

bahwa (f(a]},o):(f(a),o], sehingga
diperoleh

(£&(ivou))=(f (a).0)=(r(a).0)=(f.0)(a) ()
Kemudian diperoleh juga untuk sisi
yang lain, yaitu :
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(ig=1)@ 1) (a)= (G ). o)) (). )
[[ax ') [a f(a, J]:[_EX[;J‘[m]].j[azn
[ax[aJ.f[a:]J]:{.-).f[a:]]

Karena G adalah obyek kogrup, maka

dari sifat koidentitasnya
(O,f(az )):(va(a)), sehingga
diperoleh bahwa

(i o2)@ £)=(0.5 (@) =(0.7 (a)) =(0. 1) (a) (1D
Dari (i) dan (ii) terbukti i, ox' adalah
elemen identitas Hom(G,X] terhadap
operasi "®".

4. Eksistensi elemen invers
Diambil sebarang f € Hom(G.X).

Akan ditunjukkan bahwa fe« adalah
Hom(G.X),
sehingga harus dipenuhi bahwa :

elemen invers untuk

F@(f oa)=(iy ou’) dan (foa)@f =(iy o).
Selain itu, karena G adalah obyek
kogrup, dari sifat koinversnya harus
dipenuhi

(_}"(ar,),f(—a'2 )):(} dan (_f(—a,),f (uz ))={J
Sehingga jika diambil sebarang aeG,

berlaku :

(Fa(foa))a)=((f.(£ae))ox)(@)=(f (foa))x(a)
=(f: fw) a,)=(f(a).(f<a)())
=(fla).flala)))=(f(a)-f ()= 0= (icop)(a).

fca}C f]tu :{ foa)e f)"T Hu :{ _fcaL_f) {u)
=((fea).f)(a.m)=((f -a)(a).f ()

~(F(@0)of (@)= (F (0o @) =0 =i o))

Terbukti feo« adalah elemen invers
Hom(G,X) terhadap operasi "®@".
Dari 1, 2, 3, dan 4 terbukti (Hom(G.X).®)
grup.m

Akibat 8 Jika (G,ﬂ",ﬂ',a] merupakan obyek

kogrup, maka (Hom(G,G},@] merupakan

grup.
Bukti :
Pada Teorema 7 telah dibuktikan bahwa

(Hom(G,X)E_B) grup, dengan mengambil
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kejadian khusus vyaitu jika diambil X =G,
maka akan diperoleh (Hom(G,G),@)
merupakan grup. |

Teorema 9 Diberikan obyek  kogrup

(G,ﬂ",,u',a) atas kategori -, ,dan X | ~|.
f € Hom(G.X),
2,-8, € Hom (G,G), berlaku:

1 fo(8,@8,)=(/°8)D(f°8)-

2. fo(8°8,)=(f°8 )8,

3. fol, =f.

Bukti :
Diambil sebarang a € X, didapat :

Untuk sebarang dan

1L (fo(2 @g.))(a)=1(((2.2:)°7")(a))
=1 ((818:)(7' (@)
=f(g“g1 (a],aj
=f(&(q a,))

f°gl f
fo ogj( a)
fo og,( )

Og] o

(
(
(
((r )(a)
(£o8)@(f 8:))(a)

Terbukti fo (g]@ga) (f"g]) (-f g"’)'
2. (fo(gog))(a)=(r((g
f'

39




SEMINAR NASIONAL MATEMATIKA DAN PENDIDIKAN MATEMATIKA (1"SENATIK)

Akibat 10 Untuk setiap obyek kogrup
(G.z'u'ax) atas kategori s,
(Hom (G,G},@,o) adalah near ring kiri.

Bukti :

Dari Akibat 8

terbukti (Hom (G.G) ,@)

merupakan grup. Berdasarkan Teorema 9
dengan mengambil kejadian khusus vyaitu
X =G, untuk obyek kogrup (G,ﬂ.",p{',a] atas
kategori -~
sebarang

diperoleh bahwa jika diambil

f €Hom(G.G), dan
g,.8, € Hom(G.G),
bagian 2, maka Hom(G,G] tertutup dan

"o

asosiatif terhadap operasi "o". Dan dari
Teorema 9 bagian 1, dipenuhi sifat distibutif

menurut Teorema 9

kiri  yaitu fc(g, @gz):(\fog])@(fogz).
Dengan demikian terbukti bahwa untuk
(G,ﬂ",p",a] obyek kogrup, maka

(H{Jm(G,G},@,O)adalah near ring kiri. m

Akibat 11 Near ring kiri(Hom(G,G},@,o)

merupakan B: —near ring.
Bukti :

Dari Akibat 10 telah dijelaskan bahwa
(Hom(G,G},E_i-),o) merupakan near ring Kkiri,

berdasarkan Teorema 9 bagian 3 untuk setiap
f eHom(G,G) terdapat 1, € Hom(G.,G)

sedemikian hingga fel,=1,of=f atau
dengan kata lain lGEH()m(G,G) merupakan
elemen satuan di (Hom(G,G},@,o]. Lebih

lanjut berdasarkan Teorema 5 diperoleh bahwa
(H()m(G,G},E_F),o) merupakan B: - near ring.m

C. PENUTUP
Simpulan

Dari sebuah obyek kogrup G dapat
dikonstruksikan near ring, yaitu near ring dari
himpunan endomorfisma dari G ke G terhadap
operasi biner @ dan o

(Hom(G,G),®,¢).  Oleh
H{)m(G,G]

elemen satuan vyaitu 1, maka dapat diperlihatkan

dinotasikan  dengan

karena telah

ditunjukkan bahwa memuat

PROGRAM STUDI PENDIDIKAN MATEMATIKA
FPMIPATI-UNIVERSITAS PGRI SEMARANG
Semarang, 13 Agustus 2016

bahwa near ring (H()HI(G,G},@,D) merupakan B;-
near ring.
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