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RUANG BERNORMA PADA HIMPUNAN SEMUA
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Abstract. In this paper, we discuss that in the approachable functions set can be defined a
complete norm. Furthermore, we obtained that all of approachable functions set is a Banach
Space.
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Abstrak. Pada artikel ini, dikaji bahwa pada himpunan semua fungsi terdekati dapat
didefinisikan norma yang lengkap. Selanjutnya diperoleh bahwa himpunan semua fungsi
terdekati merupakan ruang Banach.

Kata kunci: Fungsi terdekati, ruang bernorma lengkap, ruang Banach
I. PENDAHULUAN

Pada artikel ini dibahas mengenai himpunan semua fungsi terdekati merupakan ruang
Banach. Dalam [1] telah didefinisikan mengenai partisi bertanda & — fine pada [a ,b] ,dimana
O adalah suatu fungsi positif. Partisi bertanda O — fine merupakan bagian penting dalam
mengkostruksikan fungsi sederhana — & . Pada [3] telah didefinisikan mengenai fungsi
sederhana — & . Jika O adalah suatu fungsi positif pada [a,b]g R dan

P. = {([x!._l ,x!.],t!. )l: = 1,2,3,..,n} partisi  bertanda & —fine pada [a,b]dan

A
n—l

C5CysennC, €R @y (x) :Zr_‘f,‘g[‘_ ] ‘_](x)+(‘”z[‘ B ](x) disebut fungsi sederhana — &
3 P i et R An—l-tn

[3]. Selanjutnya fungsi f : [a,b] — R dikatakan terdekati pada [a,b] jika untuk setiap

&>0, terdapat fungsi positif O, pada [a,b] sedemikian  sehingga jika

P, = {([x!._, ,x!.],t!. )l: = 1,2,3,..,n} adalah partisi bertanda ¢ — fine maka terdapat fungsi

&

sederhana — P;_ @, pada [a.b] sehingga |§0‘,‘E(X)— f(x )‘ < & . Himpunan semua fungsi

8
terdekati pada [a ,b] ditulis dengan A[a,b] . Dari [2] diperoleh bahwa A[a,b] merupakan

ruang linier. Pada [3] telah didefinisikan fungsi bervariasi terbatas. Lebih lanjut dalam [4] telah
ditunjukkan bahwa suatu fungsi terdekati merupakan fungsi bervariasi terbatas.
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Dalam [5] telah didefinisikan mengenai ruang bernorma maupun ruang Banach. Pada
artikel ini, pada A [a,b] didefinisikan suatu norma yang lengkap. Lebih lanjut, diperoleh bahwa

A [a,b] merupakan ruang Banach.
II. RUANG BERNORMA DARI FUNGSI - FUNGSI TERDEKATI
Berikut diberikan teorema yang menjelaskan bahwa himpunan semua fungsi terdekati pada

[a ,b] merupakan ruang bernorma.

Teorema 2.1. Diberikan A[a,b] himpunan semua fungsi terdekati pada [a,b]. Jika pada
A [a,b]dideﬁnisikanfmgsi || || : A[a ,b] —> R dengan

n—l
@, (X)=2¢ Hjar ) (x)+¢c, Hops o] (x) fungsi sederhana— &
i=1

sehingga

"f || = inf sup sh‘p+|c-j|
P

@, (x)—f (x]| < suntuk setiapx [ a b|

maka || || merupakan norma pada [a,b].
Bukti.

1. Jelas bahwa untuk setiap f € A [a,b] maka ||j|| =0.
2. Jelas bahwa || f|| =0 jika dan hanya jika f =0.
3. Misalkan f € A[a,b]maka untuk sebarang & > O terdapat fungsi positif &, pada [a.b]

sedemikian sehingga jika F; = {[x!-_, ,x!.],r!. I= 1,2,3,..,!’:} adalah partisi bertanda ¢ —

n—l
fine maka ada fungsi sederhana ¢, (x)zZr.‘r.z[_‘r__]_‘r_](x)+(‘nz[_\”_]_‘”](x) pada [a.b]
i=1

sehingga |t;o‘,}'_(x)—f(x)‘ < &, dengan kata lain “3} —f(x}l < & untuk semua
xXe [x!._l ,x!.],i =1,2,....n.

4. Misalkan f,g € A[a,b] maka untuk sebarang & > O terdapat fungsi positif O, pada
[a.b] sedemikian sehingga jika Py ={[x_.x].r|i=1,2,3,.,n} adalah partisi

n—l
bertanda & — fine maka ada fungsi sederhana — & ¢, (x) :Zq;([_‘_ ] (x)+(‘”;([‘ . ](x)
3 i =14 i e
n—1

dan ¢, (x)=2 Ly (x)+ A Xsns ] (x)  sehingga

i=l

§O,>‘E(X)—f(x)‘<€,dan

gq,‘ﬁ(x)—f(x)| < & untuk semua x € [a,b]. Ini berakibat untuk setiap i=1,2,...,n
berlaku
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|c‘. + dj.| < |c‘. | + |dj.|

n=1

@5 (x)= Z";Z[‘- ‘_][x}+c“;{[‘ . ][x}ﬂmgsi sederhana— &
= sup sup cj.| ¢ = e Tt

e l=si=n

sehingga |p, (x)—f [x}| < s untuk setiap x €[a,b]

n=l
. ¢ (x)= Zd; K1) (x)+d, Hltnr 0] (x) fungsisederhana—&
+ Sup sup |d,. i=t
8, l=isn

sehingga

#s (x)—f [x}| < suntuk setiap x €[a.b]

Sehingga untuk setiap fungsi positif &, berlaku

|c‘. + dj.| < |cj.| + |ch. |
=

s, (X) = 2020 10) (X}“L"uz[‘ ) (%) fungsi sederhana— &
= Sup sup “ Py il EAES

dg  l=i=n

i

ol

sehingga |@; (x)—f [x}| < guntuk setiap x € [a,b]

n-l
. | , @, (x)= Zd}. iy ) (x)+d, Hlonr ] (x) fungsisederhana— &5
sup sup<|d, -1
5, 1ZiEn

sehingga

¢ (x)—f (x}| < guntuk setiap x €[a,b]

Ini berakibat

n=l
p; (x)= Zc}.;{[‘_ ] (x)+ iy ](x}fmgs.r'sederhcma—ci'
sup sup |c,. +d,.| ¢ i=l o S
8 l=izn

sehingga

@, (x}—f (x}| < guntuk setiap x € [a,b]

n—l
¢s, (x) = 2 i ) (x)+e, o 1] (x) fungsi sederhana— &
< sup sup |cj.| ‘ = ot EE

de l=izn

sehingga

@, (x)-f (x}| < cuntuk setiap x € [a,b]

n—1
¢, (x) = 2 A, (x)+ &y i1 ](X}fungsi sederhana— &
+ sup sup |dj.| “ = P G
&, lsizn

sehingga

# (x)-f (x}| < suntuk setiap x €[a,b]

Dengan kata lain,

@ (x)= “Z_E“;Z[‘- ol (x)+ € X epton] (x}jhngs.-‘sederhamr—5}
|f +g| < supsuple,]| ™ =R et
% sehingga @, (x)—f(x }| < & untuk setiap x € [a,b] J

n—l

| ¢ (x)= del’[.. ] (x)+dnz[‘ o] (x) fungsi sederhana— &
d. £ i1 i et R =1t

r ¢ (x)-f (x)‘ < cuntuk setiap x € [a b|

&

+ sup sup
8y 1<i=n

sehingga
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Selanjutnya untuk setiap 77 >0 ada & > O sehingga

s, (%)= Hiqz[v 4] (x}"'f,,z[‘ . ][x}ﬁmg.s'.‘.s'ederhcma—r)‘]
||f + g" < sup sup |cj.| “ =y i L
= . sehingga |@, (x)—f [x}| < zuntuk setiap x €[a,b] [
és, (x)= Hidfl’[‘- g () +d, . ][x}ﬁmg.s'i.s'ederhcma—a‘\
+ sup sup |dj. N Py it Xy
5y ISig sehingga |¢, (x)—f(x }| < guntuk setiap x € [a.b] J/
(2 )+ e+ 2)

-+ lel +n

Dari sini telah diperoleh bahwa | f +g| <] £ +|g]. Jadi A[a.b] merupakan ruang bernorma.
Selanjutnya ditunjukkan bahwa ruang bernorma A [a,b] adalah lengkap.

Teorema 2.2. Ruang bernorma A|a b adalah lengkap.

Bukti.

Diambil sebarang barisan Cauchy ( f, ) pada A[a,b]. Untuk sebarang bilangan 77 >0 ada

bilangan asli /V, sehingga jika m,n = N, maka berlaku ||j” — [l <7 . Dengan kata lain,

e20 §p  lSizn

inf sup sup +|c}" -, |

@, (x)= i"—'ml'[r ] (x) dan @, (x)= i‘}ml’[\- ] (x)fitngsi — fungsi sederhana —(5]
: ~ P . - P .

sehingga |¢0m__ (x)- £, (x]| < sdcm|4qm__ (x)-f. (x]| < & untuk setiapx = [a b|

Ini berarti ada & > O sehingga

@, (x)= ic‘m K] (x) dan ¢, (x)= i‘.‘}m Ko ) (x)fungsi— fungsi sederhana — (5]
= = <5

Sup sup |C'J." = Ci |
& lZisn

sehingga |q9"f__ (x)- £, (x]| < é:dcm|4qm__ (x)- £, (x]| < suntuk setiap x < [a,b]

Selanjutnya untuk sebarang &, dan 1 <7 <»n memenuhi |c,, —c,,| < 77 atau untuk setiap O,

diperoleh ”gouﬂ (X)— Do, (x)” < 17 untuk setiap X € [a,b] . Selanjutnya diperoleh

£ ()= 1, )21 () -0, (x)]+

<&+n+e

P, (¥) = 2., (3| + |0, (x) = £, (x)]
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Karena & dan 77 berlaku sebarang maka (f” (x))merupakan barisan Cauchy bilangan riil yang

berarti (f” (x))konvergen ke suatau bilangan j(x) , untuk setiap X € [a,b]. Selanjutnya

untuk sebarang &£ >0 ada bilangan asli N_ dan fungsi positif O, sehingga jika n= N_

memenuhi ‘f(x) -7, (x)‘ < % untuk setiap x € [a,b] dan jika @5, fungsi sederhana — &

memenuhi

fu(x) =5, (x)‘ < g . Selanjutnya diperoleh

£ () =5, (x)| <|f () = £ (2] +[ £, (x) =5, ()] < &-

III. PENUTUP

Berdasarkan pembahasan di atas, diperoleh kesimpulan bahwa himpunan semua fungsi terdekati
merupakan ruang Banach.
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