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Abstrak—Pada paper ini dibahas integral Henstock-Dunford, integral Henstock-
Bochner, dan integral Henstock Lemah pada [a.b] beserta sifat-sifat sederhananya.
Selanjutnya dikaji posisi integral Henstock-Dunford terhadap integral Henstock-
Bochner dan integral Henstock lemah. Diperoleh bahwa setiap fungsi yvang terintegral
Henstock-Bochner maka fungsi tersebut juga terintegral Henstock-Dunford,
sebaliknya belum tentu berlaku dengan diberikan contohnya. Jika syarat integral
Henstock-Bochner diperlemah menjadi integral Henstock Lemah maka diperoleh
bahwa integral Henstock-Dunford ekuivalen dengan integral Henstock Lemah.

Kata kunci: Integral Henstock-Dunjford, Henstock-Bochner

I. PENDAHULUAN

Integral Henstock merupakan integral tipe Riemann yang didefinisikan berdasarkan partisi Perron & -
fine. Integral ini banyak dikaji oleh para pemerhati teori integral baik dari segi teorinya [1, 2, 3, 4]
maupun aplikasinya [5, 6, 7]. Kajian teori integral Henstock telah diperluas dan dikombinasikan dengan
integral-integral jenis lain, salah satunya adalah integral Henstock-Dunford.

Integral Henstock-Dunford adalah integral Dunford yang diperluas ke dalam integral Henstock.
Integral Dunford didefinisikan sebagai fungsi terukur lemah f dari interval tertutup / ke ruang Banach
X (f:1—X) sedemikian sehingga untuk setiap x" e X" (X" adalah ruang dual X ) fungsi bernilai
real x'f:1 — R terintegral Lebesgue [8]. Jaminan untuk integral ini adalah Lemma Dunford [8].
Kemudian intergral Dunford diperluas ke dalam integral Henstock, yaitu fungsi bernilai real _r‘f -nya
diperumum dari integral Lebesgue menjadi integral Henstock. Integral ini dikenal sebagai integral
Henstock-Dunford [9].

Kajian integral Henstock-Dunford pada ruang dimensi satu R telah digeneralisasi ke dalam ruang
Euclide R" [10]. Kajian integral Henstock-Dunford pada R sejauh ini sebatas sifat-sifat sederhana,
Teorema Perluasan Harnack dan Teorema kekonvergenan [9]. Kajian lebih lanjut dibahas perluasan
Harnack dan sifat Cauchy dalam ruang Euclide R" [11], dan beberapa sifat-sifat small Riemann sumsnya
yaitu locally, globally, functionally, dan essentially small Riemann sumsnya [12, 13, 14]. Kemudian
dikaji juga tentang sifat fungsi primitifnya terkait dengan sifat fungsi kontinu mutlak, fungsi kontinu
mutlak kuat, dan generalisasinya, serta kaitannya sifat fungsi bervariasi terbatas, bervariasi terbatas kuat,
dan generalisasinya [15]. Kajian selanjutnya adalah kekonvergenan barisan fungsi terintegral Henstock-
Dunford pada [a,b], [16].

Topik terkait integral Henstock-Dunford menjadi kajian yang menarik bagi penulis. Berdasarkan
kajian tentang integral Henstcok-Dunford yang sudah ada, penulis akan mengkaji posisi dari integral
Henstock-Dunford terhadap integral Henstock-Bochner dan integral Henstock Lemah. Penulis akan
menyelidiki hubungannya dalam ruang fungsi. Apakah setiap fungsi yang terintegral Henstock-Bochner
juga terintegral Henstock-Dunford atau sebaliknya. Jika mereka tidak ekuivalen, syarat apa yang harus
ditambahkan atau dikurangi sehingga mereka ekuivalen.

II. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada tulisan ini, diberikan definisi dan sifat-sifat dari masing-masing integral Henstock-Bochner,
Henstock Lemah, dan Henstock-Dunford pada [a,b]. Kemudian dikaji hubungan antara integral Henstock-
Dunford dengan integral Henstock-Bochner dan integral Henstock Lemah.

MA 85




ISBN. 978-602-73403-1-2

A. Integral Henstock-Bochner, Integral Henstock Lemah, dan Integral Henstock-Dunford pada [a b]
Misalkan X ruang Banach, X' ruang dualnya dan X ruang dual keduanya serta [a,b] interval
tertutup dalam R . Jika A=[c.d]<[a.b] maka simbol a(A) dalam tulisan ini dimaksudkan sebagai

al(A) = |d—r;| , panjang interval tertutup A .

Definisi 2.1.1. [8] Fungsi f:[a.b]— X dikatakan terintegral Henstock-Bochner pada [a.b], ditulis
singkat f e HB[a.b], jika ada vektor Le X sehingga untuk setiap bilangan & >0 terdapat fungsi positif
& pada [a,b] dan untuk setiap partisi Perron d-fine D = {(D,_\’)} pada [a.b] berlaku

|L-23 f(x)a(D), <&
Jika fungsi fterintegral Henstock-Bochner pada [a.b] maka vektor L dalam Definisi 2.1.1 adalah tunggal

dan ditulis
b

L=(HB)[f .

Teorema 2.1.2.[17] Jika f e HBla.b]l maka vektor L dalam Definisi 2.1.1 adalah runggal.
Bukti: Andaikan terdapat vektor I, € X dan L, € X maka

L :[HB]jf' dan L, :[HB]jf .

a a

Oleh karena itu

L—L, =(HB) [ £ ~(HB) [ £ =0.

a a

Jadi L =L,. o

Himpunan fungsi yang terintegral Henstock-Bochner pada [a,b] merupakan ruang linear.
Teorema 2.13. [17] Jika feHBla.b] dan g € HBla.b] dan untuk sebarang skalar ce R maka
¢f € HBla.b] dan [ +g € HBla.b] .

b
Bukti: (i) Diketahui f e HB[a,b] berarti ada vektor L, = [HB]_[f schingga untuk setiap bilangan & >0
terdapat fungsi positif 6, pada [a.b] dan untuk setiap partisi Perron &-fine 9, ={(D,x)} pada [a.b]
berlaku

b

DY f(x)a(D)-(HB)[ 1

a

&
<—.
. 4
b
Karena g e HB[a.,b] berarti ada vektor L, =[HB]Ig sehingga untuk setiap bilangan & >0 terdapat

a

fungsi positif &, pada [a.b] dan untuk setiap partisi Perron 6-fine 9, = {(C’,J)} pada [a,b] berlaku
b
D3/ (x)a(C)-(HB)[

Dibentuk &(x) =min {c‘il(x},é:(x)} untuk setiap x €[a.b]. Diperoleh & fungsi positif pada [a.b].

&
< —.

X

Jadi untuk sebarang .T:{[P,_\}} partisi Perron & — fine pada [a.b] juga merupakan partisi Perron
&, —fine (k=1,2) pada [a,b].

Dengan demikian diperoleh
b

?Z[f+g][.r]a(P}—[[HB]jf+[HB]jg}

a

:I“‘Zf(x]a(P)—[HB]jf

a

<

X X
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+

Q‘Zg[.r]a(P)—(HB]jg

<&,
X

Jadi f+g < HBla.b] dan (HB)[f+g=(HB)[ f+(HB)[g.

(ii) Diberikan sebarang skalar ¢ e R dan diketahui f e HBa.b].

I
Karena f € HB[a,b] berarti ada vektor I, = [HB]If sehingga untuk setiap bilangan & >0 terdapat

fungsi positif &, pada [a,b] dan untuk setiap partisi Perron é-fine 2) = {(D,x)} pada [a.b] berlaku

DY f (x)a(D)~(HB)| f

Dengan demikian untuk ¢ e R di atas diperoleh

£
<.
X |(‘|+4

b b
ﬁ}er[_(]a[D]—r[HB]jf £|c| Q)IZf((]a [D]—(HB]jf ¢|c‘—|c|i4 <.
a lyx a Ak
b b
Jadi f € HBla.b] dan (HB)|cf =c(HB)[ f .
Jadi, terbukti bahwa HB [a,b] merupakan ruang linear. =]

Teorema 2.14. [17] (Teorema Cauchy) Fungsi f € HB[a,b] jika dan hanya jika untuk setiap bilangan
& >0 terdapat fungsi positif § pada [a.b] dan jika ff’:{[P,.\'}} dan L’.:{[Q,.\'}} partisi Perron
O —fine pada [a.b] berlaku

”.r]’Zf (_\'}a(P}—E’.Zf(.\'}a(Q}HX <&
Bukti: [15] ]
Teorema 2.1.5. [17] Jika f € HBla.b] maka f € HB[c.d] untuk setiap interval tertutup [c.d] c[a.b].
Bukti: Diambil [c.d] c[a.b] sebarang interval tertutup. Karena f e HB[a.b] maka menurut Teorema
Cauchy, untuk sebarang bilangan & >0 terdapat fungsi positif & pada [a,b]dan jika {P:{[P,.\']} dan
= {[Q,,\'}} masing-masing partisi Perron & — fine pada [a,b] berlaku
737 (x)a(P)-€3 f ()a(Q)], <z
Diambil 9,9, partisi Perron d-fine pada [c,d] , 5 partisi Perron d-fine pada [a.c] dan & partisi
Perron d-fine pada [d.b].
Dibentuk # =fuPD Ul dan & =F 0D UE .
Diperoleh # dan @ partisi Perron d-fine pada [a,b] sehingga

|23 f (x)aD)- DY f(x)aDy)|, =[# X f (x)a(P)-E Y f () @), <= -
Menurut Teorema Cauchy, terbukti f e HB[c.d] untuk setiap [c.d]c[a.b].

Teorema 2.1.6. [17] Jika | eHBla.b] maka untuk setiap X eX’ Jungsi x f:la.bl > R terintegral
Henstock pada [a.b].

Bukti: Karena feHBla.b], berarti untuk setiap bilangan & >0 terdapat fungsi positif ¢ >0 pada
[a.b] dan untuk setiap partisi Perron 8-fine @ = {(D,x)} pada [a,b] berlaku

£
<=,
2

03 (v)a(D)- (15 1

X

Oleh karena itu untuk setiap x € X " diperoleh
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b b
DY x' f(x)a(D)-x (HB)| f| <|¥'|, |22 F (x)a(D)-(HB) [ f | <&
a w o lx
untuk setiap partisi Perron d-fine D= {(D,x}} pada [a.b].
Jadi untuk setiap x" € X", fungsi _I.f terintegral Henstock pada [a.b] . [}

Teorema 2.1.7. [17] Jika x f:la,b] > R terintegral Henstock pada [a,b] maka x'f terintegral

Henstock pada setiap interval tertutup A —[a,b] dan

[H]jx‘f = [H]]’..‘r‘f‘:{_gl .o

Berikut ini diberikan definisi integral Henstock Lemah fungsi f dari interval tertutup [a.b] ke

ruang Banach X dan beberapa sifat dari integral Henstock Lemah.

Definisi 2.1.8. [17] Fungsi f:la.b] = X dikatakan terintegral Henstock Lemah pada |a,b], ditulis
f eHL[a,b], jika uniuk setiap x" € X" ada bilangan L . €R sehingga untuk setiap bilangan & >0

terdapat fungsi positif & pada [a.b] dan jika ﬂf):{[D,_\'}} sebarang partisi Perron &— fine pada
D= {[D\)} berlaku

E)Z(,\"f][,\'}a(D)—LX,‘ <s.

]
Bilangan L . di atas ditulis L . =[H]J._r‘f . Jadi, fungsi f terintegral Henstock Lemah pada [a.b]

a

jika dan hanya jika untuk setiap x" € X~ fungsi x f terintegral Henstock pada [a,b].

Teorema 2.19. [17] Jika f € HL{a.b] maka untuk setiap x' € X' bilangan L. eR mnggal.

Bukti: Andaikan ada L . dan L, . memenuhi Definisi 1.8. Karena f e HL[a,b] maka untuk setiap
x € X" terdapat ]‘1,\-‘ dan L_,X. schingga untuk sebarang bilangan & >0 terdapat fungsi positif &, dan
&, pada [a,b] dan jika D), :{[D,_r]} sebarang partisi Perron &, — fine pada [a.b] dan 2)3:{[6‘,1]}

sebarang partisi Perron &, —fine pada [a,b] berlaku

|£‘)lz.r‘f[_r]a[D]—L1X.| <% dan f!)zz_t‘f[.\’]a(C]—sz_ ‘ <% .
Dibentuk: & (x)=min {é‘l (x).6, (\}} untuk setiap x e [a.,b]. Diperoleh & fungsi positif pada [a,b].

Jadi untuk sebarang .?’:{[P,_\']} partisi Perron & — fine pada [a,b] juga merupakan partisi Perron
8, — fine (k=1,2) pada [a,b].
Dengan demikian diperoleh
0<|L,. — L, | <[2X ' f (x)aP)-L,.| +|2D % f (x)aP)-L, .| <&
Karena berlaku untuk setiap bilangan &> (0 maka diperoleh
L,.-L,.=0 < L.=L.. 0O

Contoh 2.1.10. Diberikan fungsi konstan f (J)=C untuk setiap x € [a.b] maka f terintegral Henstock
Lemah pada [a.b].
Diberikan sebarang bilangan &£>0 dan x" € X" maka dapat ditemukan fungsi positif § pada [a,b]

schingga jika 9 = {[D,.\']} scbarang partisi Perron & — fine pada [a,b] berlaku
|5!)Z.\"f[.\']a[D]7.¥'(c)a([a,b]]‘ = |5!)Z.\"ca(D}f_\" (c)a([a,b]}|
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= |.\’(c)‘ﬂZa[D}f_\"(c‘)a[[a,b]}| <|x (c)a([a,h]}fx'(c)a([a,b]ﬂ =0<e.
Jadi terbukti bahwa fungsi konstan terintegral Henstock Lemah pada [a,b]. O

Selanjutnya diberikan definisi dan sifat-sifat dari integral Henstock-Dunford pada [a,b] yang
mengacu pada [4] dan [14-16].

Definisi 2.1.11. [9] Fungsi [ :[a.bl— X dikatakan terintegral Henstock-Dunford pada [a,b] , ditulis
f € HD[a.b), jika untuk setiap x' € X" fungsi bernilai real x'f :[a,b] > R terintegral Henstock pada
[a.b] dan untuk setiap interval tertutup A —la.b] terdapat vektor .r;_:,_ 2 € X" sehingga

Xy ) =(H)[x'f .

A
Vektor x{_ r g €X " disebut nilai integral Henstock-Dunford pada A atas fungsi f dan ditulis

Nray = [HD]_[f .

Teorema 2.1.12.[14] Jika f e HDla.b] maka vektor x{_;._m € X" pada Definisi 1.1.11. adalah runggal.
Bukti: [14]. o

Teorema 2.1.13.[14] Jika f € HD[a.b] maka [ e HD(A) untuk setiap interval tertutup Acla,b]. o

Bukti: Jelas menurut Definisi 2.1.11. o

Teorema 2.1.14. [14] (Kriteria Cauchy) Fungsi f € HD[a.b] jika dan hanya jika untuk setiap bilangan
& >0 terdapat fungsi positif & pada [a.b] sehingga jika A cla.b] interval tertutup dan D :{[D,.\'}}
dan P = {[P,._\-‘]} masing-masing partisi Perron & -fine pada A berlaku

DY X fa(D)-2Y x f(a(P) <&

xed ved

untuk setiap x' € X" .
Bukti: [14]. [u}

B. Posisi Integral Henstock-Dunford dan Integral Henstock-Bochner pada [a,b]

Berdasarkan definisi dan sifat dari masing-masing integral Henstock-Bochner, integral Henstock
Lemabh, dan integral Henstock-Dunford maka dapat dipaparkan beberapa teorema sebagai berikut.

Teorema 2.2.1. [9] Fungsi f terintegral Henstock-Dunford pada [a.b] jika dan hanya jika untuk setiap

X" € X" fungsi bernilai real x' f terintegral Henstock pada [a.b] .

Bukti: Jelas menurut Definisi 2.1.11. [u}

Setiap fungsi yang terintegral Henstock-Bochner pada [a,b] maka fungsi tersebut juga terintegral
Henstock-Dunford pada [a.b].
Teorema 2.2.2. Jika fungsi [ terintegral Henstock-Bochner pada [a.b] maka f terintegral Henstock-
Dunford pada [a,b].
Bukti: Diberikan sebarang bilangan £ >0 . Karena f terintegral Henstock-Bochner pada [a,bh] maka
menurut Teorema 2.1.5 untuk sebarang interval tertutup Ac[a.b], fungsi f terintegral Henstock-
Bochner pada A . Jadi terdapat fungsi positif & pada [a.b] dan jika ﬂ):{{D,.\']} sebarang partisi
Perron & -fine pada A berlaku
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<E.
X

DY f(x)a(D)-(H)[ f

A

Oleh karena itu untuk setiap x" € X~ diperoleh

DY ¥ f(x)a(D)-(H)[x f‘ =[x,

xed A

<&

@;f(-r]a(D]—(H)jf

x
untuk setiap D = {[D,.\']} partisi Perron ¢ -fine pada A .
Hal ini berarti x' f terintegral Henstock pada [a.b] dan untuk interval tertutup A [a.b] di atas terdapat

vektor x. . € X" schingga

1f.4)
Xy =(H)[x'f .
Jadi f e HD[a.b]. o

Kebalikan dari Teorema 2.2.2 belum tentu berlaku, artinya tidak semua fungsi yang terintegral
Henstock-Dunford pada [a,b] juga terintegral Henstock-Bochner pada [a,b] seperti dalam contoh.

Contoh 2.2.3. [8] Diberikan X ruang Banach dengan X =c, , yaitu barisan bilangan real

2={5.5.504 =12}

dengan lim z, =0 dan norma
e

||Z|| = sup |z” WVzeg.
nzl

Diberikan f:[0,1]—¢, oleh

1= {0122, 517

: [,r]} untuk setiap x € [0,1].

0.1

Ditunjukkan bahwa f terintegral Henstock-Dunford pada [0,1] akan tetapi f tidak terintegral
Henstock-Bochner pada [0,1].

Bukti: Untuk menunjukkan bahwa f terintegral Henstock-Dunford pada [0.1], cukup ditunjukkan
bahwa untuk setiap x" € X~ fungsi bernilai real .r‘f :[0,1] = R terintegral Henstock pada [0,1] .

Didefinisikan fungsi f :[0,1] — ¢, dengan rumus
f(x)= {x‘m] (¥) ,2,1'”]1] (x) ,3,1"011 (x) } untuk setiap x e [0,1].
2 3
Untuk x=0e[0,1] maka f(0)=10,0,0,0...} ec,.

Untuk x € (0,1] maka ada n’ € N sehingga .re[ ,] , ]_ ] dan f(.\}: {l,2,3,...,n°,0,0,...} ¢, .
1

1 +1 n

Diambil sebarang x ec, ={, maka ada barisan y= {)-‘,,} e {, dengan

“

(NEPMNARES

n=|

Oleh karena itu

x'(z)= i._\-‘”zu ,untuk z={z,} €¢,.
1

5=

Dengan demikian diperoleh

x‘f[.t] =x {Z{m] (I] ’21‘0_11 (-t] 73,1" 1 (.\’] } = ZL: }-‘,(1‘-',":'“]__1] ['r]

”'_X] k=1

sehingga
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h”.t‘f (.r]|dr =j g.}‘&kxm%l (x)dx < gh‘,‘ |k}[xm_;_] (x)dx = ZJH Lk[%} = g|y&| <o,

1
o

Jadi _r.f terintegral Lebesgue pada [0,1]. Akibatnya _r‘f terintegral Henstock pada [0,1] . Hal ini berarti
f terintegral Henstock-Dunford pada [0,1]. Jadi, f terintegral Henstock-Dunford pada [0.1] .
Lebih lanjut
] 1 -
X fde=[yky | (Dde=3y, .
0 ® k=1

0

Akan tetapi

1

jf[.r]a‘x = J’{x‘m] (x) ,2,1"[]_%1 (x) ,...}dx = {jftﬁm] [_r]dr,jZ;{"Ué] [.r]dx,...} ={LLLL.} ¢c,

o
Jadi fungsi f:[0,1]— ¢, tidak terintegral Henstock-Bochner pada [0,1]. o

Teorema 2.24. Jika fungsi [ terintegral Henstock-Bochner pada [a.b] maka f terintegral Henstock
Lemah pada [a.b].
Bukti: Menurut Teorema 2.1.6, karena f € HB[a,b] maka untuk setiap x" = X" fungsi bernilai real

x'f terintegral Henstock pada [a,b]. Hal ini berarti fungsi f terintegral Henstock lemah pada [a,b]. o

Setiap fungsi yang terintegral Henstock Lemah maka fungsi tersebut juga terintegral Henstock-
Dunford, sebaliknya juga berlaku seperti dalam teorema di bawah ini.

Teorema 2.2.5. Jika fungsi f rterintegral Henstock Lemah pada [a,b] maka [ terintegral Henstock

Dunford pada [a.b].

Bukti: Fungsi f terintegral Henstock Lemah pada [a,b] berarti untuk setiap x" e X" fungsi bernilai

real x'f terintegral Henstock pada [a,b], yaitu untuk setiap x" e X ada bilangan L. R sehingga

untuk setiap bilangan &> 0 terdapat fungsi positif & pada [a.b] dan jika D = {[D\}} sebarang partisi

Perron & — fine pada [a.b] berlaku
23 (x f)(x)a(D)- L,

Hal ini berarti bahwa setiap x* € X" fungsi bernilai real _r‘f terintegral Henstock pada [a,b] dan untuk

<E&.

setiap interval tertutup A [a.b] terdapat vektor _r;_;.r)“ e X" sehingga

x4 =(H)[x'f .

A

Jadi f e HD[a.b]. ]

Teorema 2.2.6. Jika fungsi f terintegral Henstock-Dunford pada [a.b] maka f terintegral Henstock
Lemah pada [a.b].

Bukti: Karena fungsi f terintegral Henstock-Dunford pada [a,b] maka untuk setiap x' € X fungsi
bernilai real ,r‘f terintegral Henstock pada [a,b]. Jadi, untuk setiap x" € X fungsi bernilai real ,r‘f

terintegral Henstock pada [a,b] . Hal ini berarti fungsi f terintegral Henstock Lemah pada [a.b]. O

Akibat 22.7. Fungsi f terintegral Henstock-Dunford pada [a.b] jika dan hanya jika f terintegral
Henstock Lemah pada [a.b]. o

IMI. SIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan hasil pembahasan yang diuraikan dalam bentuk beberapa teorema maka dapat diambil
kesimpulan bahwa setiap fungsi yang terintegral Henstock-Bochner maka fungsi tersebut terintegral
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Henstock-Dunford, akan tetapi sebaliknya belum tentu berlaku. Lebih lanjut dengan memperlemah syarat
dari integral Henstock-Bochner menjadi integral Henstock Lemah diperoleh bahwa integral Henstock
Lemah ekuivalen dengan integral Henstock-Dunford.

Topik tentang integral Henstock-Dunford menjadi kajian bagi penulis. Bahasan selanjutnya yang
dipandang perlu dikaji oleh penulis adalah integral Henstock-Bochner Serentak (Henstock-Bochner Equi-
integrable) dan kaitannya dengan integral Henstock-Dunford. Selain itu perlu dikaji karakteristik dari
ruang fungsi yang terintegral henstock-Dunford pada [a.b]
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