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BAB 1

Himpunan

1.2 Himpunan
Himpunan semua bilangan real dinotasikan dengan R. Jarak antara

X e R dan y e R dinotasikan d(x,y) dan didefinisikan oleh
d(x,y)=|x-yl|.
Diberikan A=, A< R, yaitu untuk setiap x € A berakibat x e R. Jarak
titik X € R terhadap himpunan A didefinisikan sebagai bilangan
d(x,A) =inf{d(x,y):y e A}.
Diberikan A= &, AcR dan A terbatas, yaitu ada bilangan real M >0
sehingga || <M untuk setiap x € A. Diameter himpunan A dinotasikan
diam(A) dan didefinisikan sebagai bilangan
diam(A) =sup{d(x,y):x,y € A}.
Untuk titik x € R, persekitaran (neighborhood) titik X dengan jari-jari

r >0 dinotasikan B(x,r) dan didefinisikan oleh

B(x,r)={yeR:d(x,y)<r},
dan disebut juga bola terbuka (open ball).

Sedangkan B(x,r)={yeR:d(x,y)<r} disebut bola tertutup (closed
ball).

Diberikan himpunan A c R . Himpunan semua titik dalam (interior point)
A, himpunan semua titik limit (limit point) A, himpunan semua titik batas
(boundary point) A, dan penutup (closure) A berturut-turut dinotasikan

1



A’ (atauint(A)), A, 6(A), dan A, dan berturut-turut didefinisikan

sebagai
A’ ={xeR:3r>0,B(x,r)c A},
A ={XE R:Vr>0,B(x,r)mA—{x}¢®},
0(A)={xeR:¥r>0,B(x,r)nA=dan B(x,r)nA° =},
dan

A={xeR:Vr>0,B(x,r)nA=J}=AUA.

Jika a,b € R maka interval tertutup di dalam R ditulis dengan
[a,b]={xeR:a<x<b}.
Interval [a,b] dikatakan non-degenerate jika a<b dan jika tidak

demikian dikatakan degenerate. Interval [a,b] disebut sel jika [a,b]

merupakan interval yang non-degenerate.

Diberikan a,be R dan a<b. Interval terbatas di dalam R didefinisikan

oleh
(i) [ab]l={xeR:a<x<b}
(ii) [a,b)={xeR:a<x<b}
(iii) (a,b]={xeR:a<x<b}

(iv) (a,b)={xeR:a<x<b}
Sedangkan interval tak terbatas di dalam R didefinisikan oleh

(i) (-o,a]={xeR:x<a}
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(ii) (-»o,a)={xeR:x<a}
(iii) [b,00) ={x e R:x>b}

(iv) (b,oo)z{Xe RIX>b}

Jika a=b maka (a,a)=@ dan [a,a]={a}. Jadi himpunan kosong dan
himpunan singleton {a} merupakan interval.

Dua interval atau dua sel dikatakan tidak saling tumpang-tindih (non
overlapping) jika irisan antara dua interior interval atau sel tersebut
kosong, tetapi jika tidak demikian dikatakan saling tumpang-tindih
(overlapping).

1.2 Himpunan Terukur
Panjang interval sering digunakan dalam diferensiasi dan integrasi.
Sebagai contoh untuk sebarang interval Ac R (terbuka, tertutup,

setengah terbuka) dengan titik ujung a dan b (a<b), maka Panjang

interval A diberikan oleh 77(A)=b—a. Jika Ac R merupakan interval

tidak terbatas, maka panjang interval A diberikan oleh n(A):oo. Ada

situasi dimana akan berguna ketika mengukur ukuran himpunan selain
himpunan interval. Perluasan ke dalam gabungan interval sangat jelas,
akan tetapi jauh lebih jelas untuk sebarang himpunan. Misalnya, berapa
ukuran himpunan semua bilangan irrasional dalam [0,1]? Apakah
mungkin untuk memperluas konsep Panjang (atau ukuran) interval ke
dalam sebarang himpunan? Ukuran Lebesgue adalah salah satu dari

beberapa pendekatan untuk pemecahan solusi tersebut.



HWWM
Pada subbab ini dijabarkan mengenai ukuran Lebesgue yaitu ukuran

atau panjang interval, ukuran luar Lebesgue, dan himpunan terukur

Lebesgue beserta sifat-sifat dasarnya.

Definisi 1.2.1 Diberikan interval terbuka | =(a,b), 1 di R, panjang
(lenght) interval terbuka | =(a,b) didefinisikan sebagai berikut :
n(l)=b-a.

Selanjutnya panjang (lenght) untuk sembarang interval, sedemikian

hingga untuk setiap interval (a,b),(a,b],[a,b) dan [a,b] di R berlaku
n((a,b)) = n((a,b]) = n([a,b)) = n([a,b]) =b—a.

Definisi 1.2.2 Diberikan himpunan Ac R. Ukuran luar Lebesgue

himpunan A didefinisikan:

4(A) = inf {Zn(l ) A<l }

n=1

dengan |, koleksi interval buka {I, | n=123,---}.

Definisi 1.2.3 Himpunan A dikatakan content zero, x(A) =0, jika untuk

setiap &£>0 terdapat sebanyak hingga koleksi interval buka

{I, | k=123,---,n} sedemikian hingga Ac|J1, dan zn(l )<e.
k=1

k=1

Setiap himpunan berhingga A adalah content zero. Tetapi ada himpunan

tak berhingga yang content zero.



Contoh 1.2.4 Himpunan A={1,%, } adalah content zero.

Wl

Bukti: Diberikan sebarang ¢ >0, pilih no sedemikian sehingga 1 < g :
nO

Diberikan interval buka I, = ~£ £ dan | (= 1 ¢ 1+i untuk
5'5 k 4n, k 4n,

k=12,---,n,-1.

Maka

no—1

ACU|k
k=0

ng—-1 no-1
dan Zn(l )_—+ a

o 2N,

_2¢ ¢&(n,-1) 2¢ ¢
- =< —+—<g
5 2n, 5 2

Jadi terbukti himpunan A content zero. O
Teorema 1.2.5 Setiap himpunan A yang content zero maka A terbatas.

Definisi 1.2.6 Diberikan himpunan Ac R. Himpunan A dikatakan

berukuran nol (measure zero), «(A) =0, jika dan hanya jika untuk setiap

bilangan &>0 terdapat koleksi interval buka {I | n=123:-}

sedemikian hingga Ac | J1, dan Y (1) <e.
n=1 =1
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Contoh 1.2.7 Himpunan berelemen tunggal (singleton set) mempunyai

ukuran luar nol (measure zero).

Bukti: Misalkan A ={a}, maka A c (a—l,a+1j untuk setiap bilangan
n n

asli n.

Diperoleh x(A) = inf {ﬂ(a—%,a-ﬁ-l) Ag(a—l,a+1j}

n

= inf {E| n :1,2,3,--}
n

=0

Teorema 1.2.8 Setiap himpunan A yang content zero adalah measure

Zero.

Contoh 1.2.9 Himpunan bilangan rasional Q adalah measure zero
Q ={r1,r2,r3,--~}

Bukti: Diberikan sembarang ¢ >0.

Dibentuk himpunan interval buka I, :{rk —Zk%,rk +2k%} untuk.
k=123,
Maka
Q CQ P
sehingga




Jadi terbukti himpunan Q adalah measure zero

Teorema 1.2.10 (Subcountably Additive) Untuk setiap himpunan
{A,| n=123,--} berlaku

ﬂ(QAn] < Zﬂ(An)-
Bukti: Jika ada An, dengan u(A,) =, maka teorema telah terbukti yaitu
{Un )
Anggap u(A,)< oo untuk setiap n.

Karena u(A,)= inf{in(lnmj A<l Inm}, maka untuk setiap & >0
n=1 m=1

terdapat koleksi {l,| m=123,--} sehingga A c|]JI,, dan
=1

in(l o) < 1(A,)+&2™", untuk setiap n.

m=1

0

Diperoleh | ] A, <

0
n=1 n=1

ﬂ(OAn)S ZZ

n=1 n=l m=1

Cs

I, dan
1

3
]

n(lnm)<§[ﬂ(An)+e.z-"]

yang berakibat y(fj Anj < i u(A)+e

n=1



n=1

Karena ¢ sebarang bilangan positif, maka y(UAnj < iy(An). O

Teorema 1.2.11 Untuk setiap A< B berlaku x(A) < u(B).

Bukti: Jika {Ip| p=123,--} koleksi interval buka sedemikian hingga

Bc 0 I, yang berakibat s(A) < in(l p).
p=1 p=1

Jadi u(A) adalah batas bawah himpunan {in(l p)| Bc O I p}.
p=1

p=1

Jadi, u(B)= inf{in(lpﬂ BgCJIp}, maka u(A) < u(B).  ©
p=1 p=1

Berdasarkan ukuran luar didefinisikan pengertian himpunan terukur
Lebesgue. Untuk selanjutnya, himpunan terukur Lebesgue cukup ditulis
himpunan terukur.

Definisi 1.2.12 Himpunan E dikatakan terukur (measurable) jika untuk
setiap A berlaku:
u(A)= u(ANE)+u(ANE®)

dengan E€ menyatakan komplemen E.

Karena A=(ANE)U(ANE®) dan menurut Teorema 1.2.11 maka,
H(A) < p(ANE)+ u(ANE®)
Selanjutnya untuk membuktikan suatu himpunan terukur cukup

diperlihatkan pertidaksamaan berikut:



u(A) > u(ANE) + u(ANE®)

Teorema 1.2.13 Himpunan @ dan R adalah himpunan terukur dan jika
E himpunan terukur maka E® juga terukur.
Bukti: Himpunan @ terukur karena untuk setiap A berlaku:
H(A) = u(An @)+ u(An 2°)
=u(D)+ u(AnR)
=0+ w(A)
= u(A)
Selanjutnya himpunan R juga terukur
#(A) = u(AnR)+ u(An RO)
p(A)+ u(An D)
=u(A) + u(9)
= u(A) +0
=u(A)
Diketahui himpunan E terukur, berarti untuk setiap A berlaku

u(R)=u(ANE) + u(ANE®)

= (AN (E®)") + (ANE®)

Jadi, E€ juga terukur. O

Teorema 1.2.14 Setiap himpunan berukuran luar nol merupakan
himpunan terukur.
Bukti: Ambil E himpunan berukuran luar nol dan Ac R.

Karena ANE c E maka 0< (AN E)<u(E)=0



Himpanarn
Dengan demikian diperoleh

U(ANE)+ u(ANE®)=u(ANE®) < u(A).
Jadi terbukti bahwa E terukur. m

Teorema 1.2.15 Gabungan atau irisan dua himpunan terukur merupakan
himpunan terukur.
Bukti: Misalkan dua himpunan terukur tersebut E dan F.
Himpunan F terukur jika dan hanya jika untuk setiap A berlaku:
H(A)=u(ANF) + u(ANF®),
Khususnya jika A= AnE®, maka
WANE®)= un(ANE° NF)+ u(ANE® NF°) (1.1)
Oleh karena AN (EUF)=(ANE)uU (ANE® NnF), maka
W(AN(EUF) < u(ANE)+ u(ANE® NF) (1.2)
Dari (1.1) dan (1.2) diperoleh:
WAN(EUF)+ u(An(EUF)®)
<[(ANE)+ u(ANES A F)]+u(An(EUF)°)
= W(ANE)+[u(ANE° "F)+ u(ANE® nF)]
= u(ANE)+ u(ANE®) karena E terukur
= u(A)
Terbukti bahwa E U F terukur.
Karena ENF=(E°UF®)° di mana (E®UF®)° terukur, maka

terbukti bahwa E n F terukur. O
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Teorema 1.2.16 Jika {Ep| p=123,---,n} koleksi hingga himpunan

terukur dan saling asing, maka untuk setiap A berlaku
IL{AG(U EPDZ z,u(Am Ep).
p=1 p=1

Bukti: Dibuktikan dengan induksi matematika.

Teorema benar untuk n = 1, selanjutnya dianggap benar untuk n=m-1.

Jadi berlaky ,u[Am(mU_lEpB =S u(AnE,).
p=1

p=1

Koleksi {Ep| p=123,---,n} saling asing maka

Am(UEp]mEm = ANE, dan

p=1

Am(OEpjm E, = Am(mU_lEmJ

p=1 p=1

Karena En, terukur maka

for e o)

foge e

= W(AFE, )+ ﬂ(A“(:EpD

11



Hismpasrnsinn
= Zmlﬂ(AﬁEp)

p=1

Jadi, teorema benar untuk n=m-1. o

Teorema 1.2.17 Gabungan countable himpunan terukur merupakan

himpunan terukur.
Bukti: Misalkan {En| n=123,---,} koleksi countable himpunan terukur

yang saling asing. Tulis E = JE, dan F, =| JE, maka E€ ¢ F.© untuk
n=1

p=1

setiap bilangan asli n.

Dengan Teorema 1.2.16 diperoleh u(ANF,)= Zn:,u(Am Ep) untuk

p=1
setiap A.
Himpunan Fn terukur maka u(A)= u(ANF, )+ u(ANF,%)

> u(ANF)+u(ANE®)

yang berakibat #(A) > Z,u(Am E,))+u(AN E) untuk setiap n.

p=1

Hal ini berarti x(A) > > u(ANE,)+u(ANE®).
n=1

Diperoleh u(A) > iy(Am E )+ u(ANE®)

n=1

> u(ANE)+ u(ANE®)

Jadi terbukti bahwa E =| JE, terukur. o

n=1

12
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Teorema 1.2.18 Setiap interval merupakan himpunan terukur.
Bukti: Misalkan a e R. Akan dibuktikan bahwa interval buka (a,oo)

adalah himpunan terukur.
Ambil sebarang himpunan A.

Untuk setiap & >0 terdapat koleksi interval {I } sedemikian hingga

Ac vl dan jumlah panjang interval tersebut kurang dari u(A) + ¢ .

Misalkan I,” =1, " (a,00) dan I~ =1, M (~o0,a] untuk setiap bilangan
Asli p. Diperoleh
1) Ip* dan Ip** masing-masing merupakan interval atas himpunan
kosong
2) 1,=1,7 U1,  dan 1, N1~ =@ untuk setiap p.
Lebih lanjut diperoleh

B=An(a,0)cul, dan

D=An(-<0,alcul,”

sehingga ﬂ(B)Sin(lp*) dan ,u(D)gin(lp“).

Dari dua pertidaksamaan terakhir diperoleh
H(AN (a,0)) + p(An (—0,a]) = u(B) + 1(D)

DWIINED W
=S (1, +0(1,7)

= ()

13



Himmppastmsn
< u(A)+e¢
Jadi u(An(a,0))+ u(An(—0,a]) < u(A),

Terbukti bahwa (a,) terukur. m

Akibat 1.2.19 Interval-interval [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), (—o0,a], (—0, a)

dan [a,o) adalah himpunan terukur.

Bukti: Karena untuk setiap a e R, interval (a,) terukur maka,
(—o0,a] = (a,»)° terukur, [a,00) ={a} U (a,©) terukur,
(—0,a) =[a, o) terukur, [a, b] = (—o0,b] N [a, ) terukur,
(a,b] = (—oo,b] n (a,) terukur, [a,b) =(—wo,b) n[a,) terukur, dan
(a,b) = (—o0,b) m (a,») juga terukur.

Bukti selesai. O

Untuk sebarang himpunan terbuka dan tertutup di R juga merupakan

himpunan terukur.

Teorema 1.2.20 Setiap himpunan terbuka dan himpunan tertutup adalah

himpunan terukur.

Karena gabungan atau irisan dua atau lebih himpunan terukur
merupakan himpunan terukur dan sebarang himpunan terbuka dapat
dinyatakan sebagai gabungan berhingga dari interval-interval buka yang
mana interval buka merupakan himpunan terukur, maka himpunan terbuka
juga merupakan himpunan terukur. Karena himpunan terbuka adalah
terukur dan complemen himpunan terbuka yaitu himpunan tertutup, maka

himpunan tertutup juga terukur.

14



Teorema 1.2.21 Terdapat himpunan yang tidak terkur.

Bukti: Misalkan x,y €[0/]].

Didefinisikan relasi ”~” pada R oleh x ~y jika x - y rasional (relasi ~
adalah relasi equivalen, yaitu relasi yang bersifat refleksif, simetris dan

transitif). Relasi ini adalah koleksi dari kelas-kelas equivalensi dalam

bentuk {x+ r| r € Q}, dan untuk setiap kelas equivalensi berisi titik pada

[0,1].

Misalkan E < [0,1] himpunan yang berisi satu titik dari setiap kelas

equivalensi. Misalkan juga bahwa [-1,1] N Q = {r,} dan
E, = E +r;, untuk setiap i.

={x+r,:xeE}

Dapat dipahami bahwa, [0,1] U E, <[-12]. Misalkan x €[0,1].

i1

Terdapat y € E sedemikian sehingga x — y rasional.

Karena —1< x—y <1, maka ada indeks j sedemikian sehingga
X—y=r..

J

Dengan demikian x=y+r; € E;.

15



Himpanarn

Selanjutnya E; "E; =@ dengan i j. Dengan cara lain, ada y,ze E
sedemikian hingga y+r, =z+r; yang berakibat bahwa y ~ z. Hal ini
kontradiksi jika i = j.

Andaikan E adalah himpunan terukur, maka untuk setiap himpunan E; juga

terukur dan u(E;) = u4(E) . Oleh karena itu,
1< ;{UEJ: > u(E)<3
i=1 i=1

Hal ini kontradiksi sebab iy(E) =0. Jadi, E tidak terukur. m

i=1
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BAB 2

Barisan Fungsi

Pada bab ini, dibahas barisan dengan suku-suku berupa fungsi bernilai
real. Barisan fungsi muncul secara alami dalam analisis real dan sangat
berguna dalam memperoleh pendekatan suatu fungsi yang diberikan dan
mendefinisikan suatu fungsi baru yang diketahui. Dalam hal ini, akan
dibicarakan dua pengertian konvergensi barisan, yaitu konvergensi
pointwise (konvergen) dan konvergensi seragam. Konvergensi seragam
sangatlah penting, fakta bahwa konvergensi seragam memeprtahankan
sifat tertentu dalam arti jika setiap suku dari barisan fungsi yang konvergen
seragam memiliki sifat tertentu, katakana sifat p, maka limit fungsinya
juga memiliki sifat p.

Diberikan definisi tentang barisan fungsi yang konvergen dan
konvergen seragam serta fungsi terbatas dan kaitannya.

Pada kekonvergenan barisan bilangan real adanya bilangan asli n,

bergantung pada bilangan &. Akan tetapi pada barisan fungsi dengan

diberikannya interval, maka adanya n, selain bergantung pada bilangan &

juga ditentukan oleh nilai x.

Definisi 2.1 Diberikan fungsi f_ :[a,b] > R untuk setiap bilangan asli n
Barisan fungsi {fn} dikatakan konvergen pointwise (konvergen) ke fungsi
f :[a,b] >R pada [a,b] jika untuk setiap x [a,b] barisan {f, (x)}

konvergen ke f (X).

17



Jadi, barisan fungsi {fn} dikatakan konvergen ke fungsi f jika untuk
setiap £>0 dan xe[a,b] terdapat bilangan asli n, =n,(&,x) sehingga

untuk setiap bilangan asli n>n, berlaku

f,(x)—f(x)<e.

Contoh 2.2 Untuk setiap ne N didefinisikan fungsi f :R — R oleh

fn(x)z%x, xeR,

maka barisan { f,} konvergen ke f (x)=0.

Bukti: Akan ditunjukkan bahwa barisan {fn} konvergen ke f .

—X, XeR;

—h
B
—_
>
~—
Il

Diambil sebarang x € Rsehingga f, (x) :lx, xeR.
n

Diambil sebarang bilangan & >0 maka terdapat bilangan asli n, dengan

X : .
sifat U <n, sehingga untuk setiap n > n, berlaku
&

1X—O‘:m£m<g.
n n n,

fa ()= F (%) =

Jadi barisan fungsi { , (x)} konvergenke f(x)=0.
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Karena x € R diambil sebarang, diperoleh barisan fungsi {fn} konvergen

ke f.

Pada kekonvergenan pointwise, adanya n, selain bergantung pada
bilangan ¢ juga ditentukan oleh nilai x . Jika adanya n, hanya bergantung
pada bilangan ¢ (adanya n, berlaku untuk setiap x yang diberikan),

maka kekonvergenan ini dinamakan konvergen seragam.

Definisi 2.3 Diberikan fungsi f,:[a,b] > R untuk setiap ne N . Barisan
fungsi {fn} dikatakan konvergen seragam ke fungsi f :[a,b] > R pada
[a,b] jika untuk setiap bilangan &> 0 terdapat bilangan asli n, =n, (&)
sehingga untuk setiap bilangan asli n>n, dan x [a,b] berlaku
£, (x)- f(x)|<e.
Berdasarkan Definisi 2.3 , barisan fungsi {fn} tidak konvergen
seragam ke f jika dan hanya jika terdapat bilangan &, >0 sehingga untuk

setiap bilangan asli n terdapat bilangan asli n, > n dan terdapat x [a,b]

berlaku

f,(x)—f(X)2&.
Barisan fungsi {fn} tidak konvergen seragam ke f jika dan hanya jika

terdapat bilangan &, >0 sedemikian sehingga tidak ada bilangan asli n,
yang memenubhi
f(x)-f (x)‘ > g,

untuk setiap bilangan asli n, > n dan setiap x [a,b].

19



Barisan Fomgi

Barisan fungsi {fn} tidak konvergen seragam ke f jika dan hanya jika
untuk suatu bilangan &, >0 ada subbarisan {f, | dari {f,} dan barisan
{X.} pada [a,b] sehingga berlaku

fnk(xk)—f(xk)‘Zgo,

untuk semua k e N .

Contoh 2.4 Untuk setiap ne N didefinisikan fungsi f,:R — R oleh
fn(x)zix, xeR.
n
Barisan { f,} tidak konvergen seragam ke f .
Bukti: Pilih &, =%>O maka terdapat barisan {n,} dengan n, =k dan

terdapat barisan {x,} dengan x, =k sehingga berlaku

:1>E:80.

0= (0] =16, ()= (0] =[] -2

Jadi, barisan fungsi {fn} tidak konvergen seragam ke f .

Contoh 2.5 Untuk setiap ne N didefinisikan fungsi f, :[0,1] — R oleh
1
f.(x)==x, xe[0,1].
n

Barisan { f,} konvergen seragam ke f pada [0,1].

Bukti: untuk setiap x [0,1] maka

f,(0 1 ()] =

lx_o‘=m§l_
n n n

20



Diambil sebarang bilangan &£>0 maka untuk setiap bilangan asli n

. . 1 . .
terdapat bilangan asli n, dengan n, >— sehingga untuk setiap n>n, dan
&

x €[0,1] berlaku

(-1 () -

Jadi, Barisan { f

v
—x-0l=
n

X

<

1 1
—<—<—<g.
n n n

n

} konvergen seragam ke f pada [0,1].

Definisi 2.6 Diberikan fungsi f :[a,b]— R. Fungsi f dikatakan fungsi

terbatas pada [a,b] jika terdapat bilangan real M >0 sehingga berlaku
[ (x)|<M

untuk setiap x €[a,b].

Jika untuk setiap bilangan M >0 berakibat |f (x)|>M untuk setiap

x e[a,b], maka dikatakan fungsi f tidak terbatas pada [a,b].

Perhatikan bahwa jika f :[a,b]— R fungsi terbatas, maka diperoleh

{‘f(X)‘ZXE[a,b]}
terbatas di R.
Akibatnya
sup{‘ f(x):xela, b]}
adadi R.
Koleksi semua fungsi terbatas f :[a,b]—> R dinotasikan B[a,b].

Beberapa contoh fungsi yang terbatas adalah fungsi kontinu, fungsi

monoton, fungsi bervariasi terbatas, dan lain sebagainya.
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Teorema 2.7 Barisan fungsi terbatas {fn} konvergen seragam ke fungsi

terbatas f pada [a,b] jika dan hanya jika untuk setiap bilangan ¢ >0
terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap bilangan asli ne N

dengan n>n, dan x [a,b] berlaku

fn(x)—f(x)‘<g. O

Seperti halnya dalam barisan bilangan real, ada barisan Cauchy. Pada

barisan fungsi juga dikenal barisan Cauchy.

Definisi 2.8 Barisan { f,}  B[a,b] dikatakan barisan Cauchy jika untuk

setiap bilangan ¢ >0 terdapat bilangan asli n, berlaku

f,(x)-f,(x)|<e,

untuk setiap bilangan asli n,m>n, dan x [a,b].

Kriteria Cauchy untuk kekonvergenan seragam.

Teorema 2.9 Jika barisan { f, } < B[a,b], maka terdapat f < B[a,b] dengan
{ f,} konvergen seragam ke f jika dan hanya jika { f — f,} konvergen ke 0
untuk setiap m,n — oo .

Bukti: (=) Diketahui barisan { f, } = B[a,b] konvergen seragam katakana ke
f e B[a,b]. Menurut teorema, maka { f, } = B[a,b] konvergenke f e B[a,b]
Diambil sebarang bilangan & > 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap

ne N dengan n>n, berlaku
If—f]<Z.
3
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Barisan Fungst
Oleh karena itu, untuk setiap n,m € N dengan n,m > n, diperoleh
|f, —f.|=|f,—f+f—f,]
<|f, - f|+|f -1,

e €
<—+—
3 3

<¢&.

(<) Diketahui {f, —f,} konvergen ke 0 untuk setiap m,n — .
Diambil sebarang bilangan &>0. Berarti terdapat bilangan asli n,
sehingga untuk setiap n,me N dengan n,m > n, berlaku

|f, —f.|<e.
Oleh karena itu, diperoleh

f, ()= f, (x)|: xe[a,b]} <&.

sup{
Hal ini berakibat untuk setiap x €[a,b] berlaku
f,(x)-f,(x)<e.

Artinya bahwa { f, (x)} = R merupakan barisan Cauchy.

Karena R lengkap, maka setiap barisan Cauchy akan konvergen katakan
ke suatu f .

Jadi, untuk setiap bilangan ¢ > 0 di atas terdapat bilangan asli n, sehingga
untuk setiap ne N dengan n>n, berlaku

f,—fl<e.
Oleh karena itu untuk setiap x [a,b] diperoleh

f,(x)-f(x)<e.
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Barisan Fumgi

Selanjutnya ditunjukkan bahwa f € BJ[a,b].

Diambil & =1, maka |f, (x)- f (x)|<1.

Karena untuk setiap ne N, f, fungsi terbatas, maka terdapat bilangan

real M >0 sehingga

f,(x)|<M untuk setiap x [a,b].

Akibatnya

<|f (x)—f,(x)|+

<1+M.

f, (x)

Jadi, terdapat bilangan real M”=1+M >0 sehingga |f (x)|<M" untuk
setiap x [a,b].
Jadi, f e B[a,b].

Oleh karena itu, barisan { f,} konvergen seragam ke f pada [a,b]. ©

Sifat yang dimiliki pada setiap fungsi f, juga akan dimiliki oleh limit
fungsinya, asalkan barisan fungsi tersebut konvergen seragam.

Teorema 2.10 Diketahui barisan {fn} c B[a,b] konvergen seragam ke f
pada [a,b]. Jika f, kontinu di c e[a,b] untuk setiap ne N , maka f
kontinu di c €[a,b].

Bukti: Diketahui barisan {fn}g Bl[a,b] konvergen seragam ke f pada
[a,b]. Berarti untuk setiap bilangan &>0 terdapat bilangan asli
n, =N, (&) sehingga untuk setiap bilangan asli n>n, dan xe[a,b]

berlaku
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&
f(x)—f(x)<—.
(-1 (] <2
Karena f, kontinu di ce[a,b] untuk setiap ne N, maka terdapat

bilangan ¢ >0 sehingga untuk setiap x €[a,b] dengan |x—c| <0 berlaku

g

fno(x)—f(x)‘<z.

Oleh karena itu untuk setiap x €[a,b] dengan |x—c| <6 diperoleh

£ (x)-f (c)|s‘f (x)- fno(x)‘+ f, (x)-f, (c)‘+ f, (c)—f(c)‘

<¢&.

Jadi, f kontinudi ce[a,b]. O

Contoh 2.11 Diberikan barisan fungsi {f,} pada [0,2] dengan rumus
fn(x):x+l untuk setiap x€[0,2] dan ne N .
n

f,(x)=x+1,
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Barisan Fumgi

Barisan {f } merupakan barisan Cauchy lebih lanjut barisan {f }
konvergen seragam ke f (x)=x dan kontinu pada [0,2]. Jelas bahwa
f (x)=x kontinu pada [0,2].

Diambil sebarang bilangan & >0, sehingga menurut sifat Archimedian

terdapat bilangan asli n, sedemikian sehingga berlaku ni< £.
0

Oleh karena itu untuk setiap m,ne N (asumsikan m>n) dan jika

m,n > n, dan x [0, 2] maka berlaku

b

fn(x)_ fm(x)‘ -

ot
n m
1 1
<—<—<¢
n n,

Jadi, { f,} barisan Cauchy.
Karena { f,} barisan Cauchy, maka menurut Teorema 2.9 bahwa barisan

{f,} konvergen seragam.
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Rusing Banack

BAB 3

Ruang Banach

Ruang bernorma adalah ruang vector yang dilengkapi oleh suatu
norma. Jika ruang bernorma itu lengkap, maka disebut ruang Banach.
Teori ruang bernorma, khususnya ruang Banach, dan teori operator linear
merupakan bagian yang paling berkembang dalam analisis fungsional.

Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap, yaitu setiap
barisan Cauchy di dalam ruang bernorma itu adalah konvergen. Terkait
ruang Banach dan ruang dualnya akan dibicarakan terlebih dahulu
mengenai ruang bernorma (normed space) atas lapangan himpunan semua
bilangan real R.

3.1 Ruang Bernorma
Definisi dari ruang bernorma dan beberapa sifat-sifatnya.

Definisi 3.1.1 Diketahui X ruang linear (ruang vektor) atas lapanganR .
Fungsi ||.|: X = R yang mempunyai sifat-sifat:

(N1) |x]|>0, vxeX

IX|=0=x=0

(N2) |laX||=]e||x|. VxeX dan skalar & € R, dan

(N3) [x+y<[x]+]y], ¥x, ye X
disebut norma pada X.
Jika pada (N1) hanya dipenuhi |X|>0,Vxe X dan x=60=|x|=0
maka disebut seminorma pada X.

Selanjutnya pasangan (X, |.||) disebut ruang bernorma (normed space).

27



Rusing Banach

Dalam hal norma pada X sudah tertentu, ruang bernorma (X|| . ||) cukup

ditulis ruang bernorma X.

Contoh 3.1.2 Diberikan beberapa contoh ruang bernorma.

(i)

(i)

Himpunan semua bilangan riil R merupakan ruang bernorma

terhadap norma
X[ =1,
untuk setiap xeR.
Bukti: ditunjukkan untuk setiap X,yeR dan sebarang a€R
memenuhi tiga aksioma tersebut, yaitu
(N1) [x|=]x/=0, vxeR
=[x =0 x=0
(N2) || =|aX| =|a||x|=|e||X]| VxR dan skalar & R, dan
(N3) [x+y]=[x+y|<[x|+[y]=[x|+]y], v ye R

Jadi, (R||||) dengan norma tersebut merupakan ruang bernorma.

Diberikan X =R"  maka (R",|.|)merupakan ruang bernorma

terhadap norma

1

%, :{kz|xk|"}" 1< p<o dan [], = maks|x,|.

<k<
o 1<k<n

(iii) X =€p:{>~<:{xk}:i|xk|p<oo} merupakan ruang bernorma
k=1

28
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Rusing Banack

o |+

||z||p={z|xk|p} 1< pem.

Selanjutnya X =/ :{Y( ={X}:sup|x|<oop merupakan ruang
k>1

bernorma terhadap norma
[%].. =sup{x].
k>1

(iv) Koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b] juga merupakan ruang

bernorma terhadap norma
|| =sup {| f (x)|: x [a,b]},
untuk setiap f fungsi kontinu pada [a,b].
Bukti: Misalkan C[a,b] merupakan koleksi semua fungsi kontinu
pada [a,b].
Untuk setiap f, g e C[a,b] dan sebarang skalar & € R berlaku

(N1) |[f]=sup{|f(x):xe[ab]}>0, vfeCla,b]

[£]=sup{| (x)}:xelabl =0 = |f(x)]=0, vxelab]
& f=6.
(N2) [af]=sup{lecf (x)|:xela, b]}
=|a|sup{|ef (x)|: x e[a,b]}
= |e|| f|, ¥f Cla,b], dan skalar & € R, dan
(N3) || +g]=sup{|f (x)+g(x):xe[a,b]}

ssup{‘f (x)|+|g(x): x»e[a,b]}
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Rusing Banach

(v)

30

:sup{‘f (x)|:xela, b]} +sup{‘g (x):xela, b]}
=| f[|+[9ll. vf.geCla,b].

Jadi, (C[a,b],||) dengan norma tersebut merupakan ruang bernorma.

Koleksi semua fungsi terbatas pada [a,b], yaitu B[a,b] merupakan
ruang bernorma terhadap norma

| ]l=sup {| f (x)|: x e[a,b]},
untuk setiap f € BJa,b].
Bukti: Misalkan B[a,b] merupakan koleksi semua fungsi terbatas
pada [a,b].

Untuk setiap f,g < B[a,b] dan sebarang skalar & € R berlaku
(N1) [[f]=sup{|f (x)|:xe[a,b]} >0, vfeB[a,b]

[f=sup{|f (0:x<labl}=0 = [f(x)]=0,vxelab]
& f=0.
(N2) [lorf || =sup{|erf (x)|: x €[a,b]}
~[afsup{lert (x)]:x e a.b]
—|a|||f|, ¥f €B[a,b], dan skalar a €R, dan
(N3) |[f +gf =sup{|f (x)+g(x):xe[ab]}
<sup {1 (] +[g () x<la.b]

:sup{‘f (x)|:xela, b]} +sup{‘g (x):xela, b]}



Rutng Barscl
=|f[+|gl|. vf.g<Ba,b].

Jadi, (B[a,b],||||) dengan norma tersebut merupakan ruang bernorma.

Diberikan definisi ruang metrik dan kaitannya dengan ruang bernorma.

Definisi 3.1.3 Diketahui himpunan X #d. Fungsi p:XxX —-R
dikatakan metrik jika memenuhi sifat-sifat:

(M1) p(x,y)=0, Vx,yeX,

(M2) p(xy)=0 < x=y,

(M3) p(x,y)=p(Y,X), VX, ye X, dan

(M4) p(x,y)<p(x2)+p(z,y), VXY, 2eX.
Himpunan X vyang dilengkapi metrik p disebut ruang metrik (Metric

space) dan ditulis (X,p) atau X saja asalkan metriknya telah diketahui.

Contoh 3.1.4 Diberikan beberapa contoh ruang metrik.

(1) Himpunan X =R , yaitu himpunan semua bilangan real dengan

p(X,y)=|x-y|, Vx,y €R maka (R, p) ruang metrik.
Bukti: Ditunjukkan bahwa p(X,y)=|x—y|, VX, y € R merupakan metrik.
i) p(xy)=[x-y|=0, ¥x,yeX,
(i) p(xy)=[x-y|]=0 < x=y
(i) () =Ix=y]=|-(y =] =ly == p(y0), P y e X,

(i) p(xy)=|x=y|=|(x=2)+(z-Y)|
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R Banacl
<|x—z|+|z-Y|
=p(x2)+p(z,y), VX y,ze X

Karena p merupakan metrik, maka (R, p) ruang metrik.

(2) Misalkan X =R?, x=(x,%,),Y=(¥.,¥,).2=(z,2,) e R* dengan

max {|%, = %[, ;= v, }

,O(X,y)= 1 ,
(|X1_X2|p+|y1—y2|p)p, 1< p<oo

Maka (X, p) ruang metrik.

(3) Misalkan X =R" :{x:(xi,x2 ..... X,)|% €R,i=12,..,n} merupakan
ruang metrik terhadap metrik

P, (% y)=maks {|x -y}

I<i<n

o |+

pp(x,y):(§|xi—yi|pj :
Bukti: dibuktikan (R", p, ) ruang metrik.
M) o (xy)=maks {[x —y{>0
(ii) pm(x,y)zné?élﬁs{|xi—yi|}=0 & X -y, =0,Vi=12,..,n

< X =Y,vVi=12,..,n

& x=Y.

(ii)) o, (x,y)=maks {|x —y;|} =maks {|y, - x|} = p, (¥.X), VX, y €R"

1<i<n 1<i<n
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(Xi _Zi)+(zi —Yi )‘}
(Xi —Z )‘+‘(Zi _yi)‘}

<maks {|x -z} +maks {|z, -y}

1<i<n I<i<n

(iv) p.(xy)=maks {I% = yi[} = maks {

I<i<n

< maks {

1<i<n

=p.(%2)+p,(2,y), VXY, zeR".

Lemma 3.1.5 (Ketaksamaan Young)

Jika 1< p,g <o dan l+1 =1 maka untuk setiap bilangan «, # berlaku
q

p q
apl -l < 2L+ 2L
p q
1
Bukti: Ambil y=x"" < x=y"' < x=y%'.

Perhatikan bahwa

1 1
StgTl e prasp e q=p(a-1)ataup=q(p-1)
N y=x""
Sehingga llustrasi
EESI 9_g-1. 8|
p-1 p p i
.1 E
Jadi, — =q-1. :
p-1 | |
ol

Berdasarkan ilustrasi gambar,

||| B =|eB| < Luas area di atas kurva + luas area di bawah kurva

33



Rusing Banach

4] o]
= J' y*dy + I xPdx
=0 x=0

Il o]

+—x°
o P

q p
e el

g P

0

Lemma 3.1.6 (Ketaksamaan Holder)

Jika X=(X, Xpre0 %), Y =( Y1y Yproo ¥y ) €R" dan 1< p,g<oo dengan

Z;Xi Yi| s ;|Xi yi| < ”X”p ||y||q

1
n q
dengan |x| = Z|X j dan |y[, (Zl|yi|qj'

Bukti: Menurut ketaksamaan segitiga berlaku

|a+b|<la|+]b|, Va,b e R, maka jelas bahwa

i "SZ|Xiyi|'
=y i-1

Selanjutnya diperlihatkan

Sl <I, Il 2 z[ﬂj[m}l
g P2 [ [ e

Menurut Ketaksamaan Young

34

bahwa

bahwa



)
4[] B il £

1.1

p

=1.
adi, LR & X X .
s zl("X” J[M} 3 el <Ixl, Il

Lemma 3.1.7 (Ketaksamaan Minskowski)

Jika x,yeR" dan p>1, maka [x+y| <|x| +]],.

||x|| = maks|x
1<i<n

x| dan ||y|| = maks|y,|.

1<i<n
Bukti:  Untuk  setiap X =(X, %0 X,), Y =(Yis Voreos
didefinisikan

X+y (X1 X2 ..... Xn)+(y1|yz """ yn)

Kasus p=o

Ix+y], = maks{|x +yi[} < maks{|x |+|yil}

I<i<n I<i<n

< maks {|x[} +maks |y}

1<i<n I<i<n

=[x, +[l...

Rusing Banack

dengan
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Kasus p=1

sl = S o] =S o= S

=[x + [yl

Kasus 1< p <o

Ambil l :1—i , maka
q p

o+ 07 =yl + vl < (Dl + vl

= |Xi||Xi + Yi|pi1 +|yi||xi + Yi|p71
Sehingga

DX+ yi|p <D Ixlx+ yi|pil+2|yi||xi + yi|p71
i=1 i=1 i=1

Menurut Ketaksamaan Holder diperoleh
1
(zwj S wf=
i=1

")
=[ZIX Zly. }[ %+l é

.QM—\

Seal <[ S0 (Sheenl”
i=1

i=1

'c\»—\

Q|-

= (i, ) S+ arena



Rusing Banack

|Xi +Yi -k

(bl o) o [Zenl’] ", b,
(Z|xi+yi|pjq

1

n P
> [Shxeul | s, 1,

< xevl <K, +lvl,-

Contoh 3.1.8 Diberikan contoh beberapa ruang metrik.
(1) Misalkan X =R" :{x:(xi,x2 ..... X,)|% €R,i=1 2,...,n} merupakan

ruang metrik terhadap metrik

o) S| bl

Bukti:

1

(0 Pp(x,y)=llx—vllp=[Z|Xi—yi|pjp20, vx,y eR’
i=1

1

@), (x9) =yl =( Sl -y | =0

i=1
& |x—-y|=0,vi=12,..,n
< X =Y,Vi=12,..,n

& ox=Yy.
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1

i) 2, (x9) =1, = Sl - |

i=1

ol

A Sh-xr | =ty = (0,
VvX,y e R"

) £, (% y)=x=y], =|(x=2)+(z-y),
<|x=z], +lz=yl, = £, (x.2)+ £, (2.Y)
VX, y,2eR”.

Jadi, X =R" merupakan ruang metrik terhadap metrik

o+

o5 )=( Sl P || =l

(2) Misalkan c[a,b] koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b],

merupakan ruang metrik terhadap metrik o,

b

() £(f.9)=]|f(x)-g(x)dx

a

(i) p.(f,9)=sup {|f (x)—g(x)|}.

xela,b]

Himpunan semua bilangan real R merupakan ruang metrik biasa (usual)

terhadap metrik

p(xy)=|x-y|, vx,yeR.
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Sebarang himpunan X merupakan ruang metrik diskrit terhadap metrik
diskrit

1, jikax=zy
X\Y)= .. -
p( y) {O, jikax=y

Teorema 3.1.9 Setiap ruang bernorma (X, . ||) merupakan ruang metrik
(X,d) terhadap metrik d,
d(x,y)=|x=y,, VxyeX.
Bukti: Diketahui (X,[{) ruang bernorma, maka
(M1) d(x,y)=[x-y|=0, ¥x,yeX,
(M2) d(x,y)=[x-Yy|=0 < x-y=0 < x=y,
M) 0 (x.y) ==y 0)| = Ly~ =ly-x|=a (v
VX, y e X, dan
(M) d (x.y)=[x=y]=[(x=2)+(z-y)|
<|x—z||+[|z-y|=d(x,z)+d(z,y), VX, y,ze X.

Terbukti bahwa setiap ruang bernorma merupakan ruang metrik. o

Lemma 3.1.10 (Translasi Invarian) Metrik p yang diinduksi oleh

norma pada ruang bernorma X memenubhi
(i) p(x+ay+a)=p(xY)

(i) p(ax.ay)=lalp(xy)

untuk setiap x,y € X dan setiap skalar « .
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Bukti: Melalui metrik
p(% y)=|x—-y]||, untuk setiap x,y e X .

Sehingga untuk setiap x,y e X dan skalar « diperoleh
p(x+ay+a)=|(x+a)-(y+a)|=|x-y]=p(xy)

plax.ay)=lax-ay|=a(x-y)|=lall-y|=lalp(xy). ©

Ruang Banach merupakan ruang bernorma yang lengkap, yaitu setiap

barisan Cauchy di dalamnya adalah barisan yang konvergen.

Definisi 3.1.11 Diketahui ruang bernorma X . Barisan {x,}c X

dikatakan konvergen ke x e X jika untuk setiap bilangan & >0 terdapat

bilangan asli n, sehingga untuk setiap ne N dengan n>n, berlaku
%, —X|| < &.
Definisi 3.1.12 Diketahui ruang bernorma X . Barisan {x,}c X

dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap bilangan & >0 terdapat

bilangan asli n, sehingga untuk setiap m,ne N dengan m,n > n, berlaku

[, =X, [ < €.

Setiap barisan konvergen di dalam ruang bernorma merupakan
barisan Cauchy. Akan tetapi setiap barisan Cauchy di dalam ruang
bernorma belum tentu konvergen. Jika setiap barisan Cauchy di dalam
ruang bernorma adalah konvergen, maka ruang bernorma tersebut
dikatakan lengkap.

Teorema 3.1.13 Setiap barisan konvergen pada ruang bernorma X

merupakan barisan Cauchy.

40



Roding Banach
Bukti: Diambil barisan {x,} = X konvergen ke xe X . Berarti untuk

untuk setiap bilangan &>0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk

setiap m,ne N dengan m,n>n, berlaku
I, _x||<§ dan ||xm_x||<§.
Akibatnya untuk setiap bilangan asli m,ne N dengan m,n >n, berlaku
”Xn _Xm” :”Xn _X+X_Xm”
<[ =]+ x =,

e €
<=—+—
3 3

<¢&.

Jadi, barisan {x,} = X merupakan barisan Cauchy. O

Definisi 3.1.14 Ruang bernorma X dikatakan lengkap (complete) jika
setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen. Ruang bernorma yang
lengkap disebut ruang Banach.

Jika ada barisan Cauchy di dalam ruang bernorma yang tidak konvergen,
maka ruang bernorma itu dikatakan tidak lengkap atau bukan merupakan

ruang Banach.

Contoh 3.1.15 Koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b] merupakan ruang
Banach terhadap norma

|| =sup {| f (x)|: x [a,b]}.
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Bukti: Telah ditunjukkan bahwa koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b]

dinotasikan C [a,b] terhadap norma tersebut merupakan ruang bernorma.
Sekarang akan ditunjukkan bahwa sebarang barisan Cauchy di C[a,b]
konvergen ke suatu fungsi di C[a,b].

Diambil ~ sebarang  barisan  Cauchy  {f }<=C[ab], vyaitu
f., f,. f;,...eC[a,b]. Oleh karena itu untuk sebarang bilangan &>0

terdapat bilangan asli n, sedemikian sehingga untuk setiap bilangan asli

m,n > n, berlaku

d(f, f,)=]f,— f]=sup{|f,(x)- fn(x)|:x~e[a,b]}<g.

Hal ini berarti bahwa jika m,n >n, berlaku

&
f(xX)—f (x)|<=,
| £, () = F, (X)) c
untuk setiap x €[a,b].
Oleh karena itu untuk setiap xe[a,b] barisan {fn(x)} merupakan

barisan Cauchy di R. Karena R lengkap, maka barisan Cauchy tersebut

konvergen di R . Katakan konvergen ke f(x)eR.
Jadi, untuk setiap x [a,b] terdapat f (x)eR sehingga
f(x)=lim f_(x).

Diperoleh juga bahwa untuk setiap n>n, berlaku

&
|fn(x)— f(x)|<g.

42



Russng Bansch
Hal ini menunjukkan bahwa f merupakan fungsi yang terdefinisi pada
[a,b]. Akan ditunjukkan fungsi f € CJ[a,b].
Karena f,, f,, f,,...eC[a,b], maka untuk setiap ne N fungsi f, kontinu
pada [a,b]. Lebih lanjut, f, kontinu seragam pada [a,b].
Oleh karena itu, untuk sebarang & >0 tersebut di atas terdapat bilangan
o >0 yang tidak bergantung pada x €[a,b] sehingga jika x,y €[a,b] dan
[x—y| <& berlaku

&

fn(x)—fn(y)‘<g.

Jadi, untuk sebarang &>0 tersebut di atas terdapat bilangan 6 >0

sehingga jika x,y e[a,b] dan |x—y|< & berlaku
[ ()= F(y)[ =] (x)= T, (] +] T, ()= £, (¥)]
HE ()= (y)

<¢&.

Hal ini menunjukkan bahwa fungsi f kontinu pada [a,b].
Jadi, f eC[a,b].

Jadi, C[a,b] merupakan ruang Banach.

Contoh 3.1.16 Koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b] bukan ruang

Banach terhadap norma

[ 1, = 1f (lox.
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Bukti: Dapat ditunjukkan bahwa C[a,b] dengan norma tersebut

merupakan ruang bernorma. Akan ditunjukkan dengan norma tersebut,

C[a,b] bukan merupakan ruang Banach (tidak lengkap). Artinya ada
barisan Cauchy di C[a,b] tetapi tidak konvergen.
Untuk setiap ne N didefinisikan

Diperoleh f eC [O, ﬂ mC(% 1]

|IrP7 f,(x)= I|r111 nx=1= Ilrp f, ().

Jadi, lim f, (x)=1=f, (lj
><—>i n

Oleh karena itu diperoleh f e C[0,1] untuk setiap ne N ..

Diambil sebarang m,n e N, asumsikan m>n maka

p(fm,fn>=nfm—fnn=i £, (%)~ £, (x)ox

_EKE_EJ
2\n m
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Diberikan bilangan &>0, maka menurut sifat Achimedian terdapat

bilangan asli n, sedemikian sehingga L <eg.
n0

Jadi, untuk setiap m,n > n, diperoleh

1 1
f f)=|f —f||<—<—<¢.
Pl 1) =1~ fl << e

Hal ini menunjukkan bahwa { f, } barisan Cauchy di C[0,1].

Sekarang ditunjukkan {fn} barisan Cauchy di C[0,1] tidak konvergen di
c[o,1].

Andaikan { f } konvergen ke f eC[0,1], maka

1

limp(f,,f)=0 < lim

n—oo n—o0

f,(x)—f(x)|dx=0

f, ()= f (x)|dx+lim 1

n—oo
1

o lim| f, (x)—f(x)|dx=0.

n—oo

n

1

f,(x)— f(x)|dx=0.

f,(x)— f(x)|dx=0 dan lim

nN—oo
1

1
Diperoleh lim I
0 —

n

f.(x)= f(X)|dx=0 < Ilim J:“nx— f (x)[dx=0,

n—o0

1

n
lim j
n—oo

0

diperoleh f (x)=0, x=0.

f,(x)—f(x)|dx=0 < lim Jj‘l— f (x)[dx=0,

n—oo

1
Ilm'[
n—oo

1
n n

diperoleh f(x)=1,x<(0,1].
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. 0, x=0
Jadi, f(x)={1, ;(e 01

Hal ini jelas bahwa f (x) tidak kontinu di x=0. Jadi f ¢C[0,1]. Oleh

karena itu, C[0,1] dengan norma tersebut bukan merupakan ruang Banach.

Contoh 3.1.17 Diberikan X =R" maka R" merupakan ruang Banach

terhadap norma

1

= 3 P =
||x||p :{kzl:|xk|p} 1< p<oo dan ||, =maks|x,].

1<k<n

3.2 Fungsi Kontinu pada Ruang Bernorma
Telah diketahui setiap ruang bernorma merupakan ruang metrik.

Seperti halnya pembicaraan fungsi kontinu pada ruang metrik.
Berdasarkan konsep tersebut, dikembangkan dan dibicarakan fungsi
kontinu linear dari ruang bernorma ke ruang bernorma lain. Berikut ini
definisi fungsi kontinu dan fungsi linear pada suatu ruang bernorma.
Definisi 3.2.1 Diberikan dua ruang bernorma X dan Y. Fungsi f : X —»Y
dikatakan linear jika memenuhi

N fx+y)=Ff(xX)+f(y),Vx,yeX dan

(i) f(ax)=af(x),V xe X danskalar «.

Definisi 3.2.2 Diberikan dua ruang bernorma X dan Y. Fungsi f : X —»Y
dikatakan kontinudi x e X jika untuk setiap bilangan & >0 ada bilangan

& >0 sehingga jika y e X dan |x—y|, <& berakibat
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|| f(x)-f (y)||Y <¢g.
Selanjutnya fungsi f dikatakan kontinu pada Ac X jika f kontinu di

setiap x € A.

Bilangan ¢ >0 pada Definisi 3.2.2 selain bergantung pada ¢ juga
pada x € X . Jika ada bilangan ¢ > 0 yang hanya ditentukan oleh bilangan
&, maka diperoleh definisi kontinu seragam.

Definisi 3.2.3 Diberikan dua ruang bernorma X dan Y. Fungsi f : X —»Y
dikatakan kontinu seragam pada Ac X jika untuk setiap bilangan ¢ >0
ada bilangan & =&(&)>0 sehingga

IT)-f(y), <e
untuk setiap x,y € A dengan |x-y|<3.

Jika fungsi f kontinu seragam pada X , maka fungsi f tersebut kontinu

pada X . Sedangkan sebaliknya belum tentu berlaku.

Berikut, beberapa teorema yang berkaitan dengan fungsi kontinu.
Teorema 3.2.4 Diketahui X dan Y dua ruang bernorma. Fungsi

f: X —Ykontinu di ce X jika dan hanya jika untuk setiap barisan
{x,} = X konvergen di ce X berakibat barisan {f(x,)} konvergen ke
f(c).

Bukti: Diketahui fungsi f kontinu di ¢ e X . Ditunjukkan untuk setiap
barisan {x,} =X konvergen di ce X berakibat barisan {f(x,)}

konvergen ke f(c).
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Diambil sebarang barisan {xn} < X konvergen di ce X . Karena fungsi
f kontinu di ce X, maka untuk sebarang bilangan &>0 terdapat
bilangan & >0 sedemikian sehingga jika xe X dengan sifat [x—c| <&
berlaku

[0~ (e)]<e.

Untuk &> 0 di atas, karena barisan {x,} = X konvergen di ce X maka
terdapat bilangan asli n, sedemikian sehingga untuk setiap bilangan asli

n>n, berlaku
[, —c|<35.
Oleh karena itu, jika n>n; maka ||x, —c| < & sehingga
[F ()= (e) <z
Jadi, barisan { f(x,)} konvergenke f(c).
Sebaliknya diketahui untuk setiap barisan {xn} c X konvergen di ce X

berakibat barisan {f(xn)} konvergen ke f(c) dan ditunjukkan fungsi f

kontinudi ce X .

Andaikan fungsi f tidak kontinu di c € X . Jadi terdapat ¢, >0 sehingga

untuk setiap & >0 terdapat x e X dengan sifat |x—c| <& akan tetapi
[f(x)-f(e) ==

Hal ini berarti untuk setiap neN terdapat X, € X dengan sifat

|, —c| < & akan tetapi
[ (0)- 1@
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Kontradiksi dengan yang diketahui.

Jadi yang benar fungsi f kontinudi ce X . m

Teorema 3.2.5 Jika X dan Y masing-masing ruang bernorma dan

f : X =Y fungsi linear maka pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen :
(). f kontinu pada X,
(if). f kontinudi #e X ,
(iii). f kontinu di setiap x, X ,
(iv). Himpunan {] f (x)], : xe X ,||x], <1} terbatas, dan
(v). Terdapat bilangan M >0 sehingga | f (x)[, <M x|, , v xeX.
Bukti: (i) = (ii) cukup jelas.
(ii) = (iii), yaitu diketahui fungsi f kontinu di 6 X . Ditunjukkan
fungsi f kontinu di setiap X, € X .
Diambil sebarang x € X dan sebarang barisan {xn} < X konvergen ke x
. Maka barisan {x, —x} ={x,}—{x} konvergenke 6e X .
Menurut yang diketahui, lim f (x,—x)="f(0)=0¢€Y.
Karena fungsi f: X —Y fungsi linear, maka

lim f(x,)-f (x):!]m f(x,—x)="f(0)=6.

Diperoleh lim f(x,)="f(x).

Jadi, fungsi f kontinu di setiap x e X .
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(iii) = (iv), yaitu diketahui fungsi f kontinu di setiap x, € X dan
ditunjukkan himpunan {| f (x)], :xe X ,|x], <1} terbatas.

Andaikan himpunan  {|f (x)], :xe X ,|x]|, <1} tidak terbatas. Berarti
untuk setiap bilangan asli n terdapat x, € X dengan |x,|<1 sehingga

[ )] >n-

Diperoleh barisan {x,} = X dengan lim| f (x,)

n—oo

=00,

Untuk setiap ne N dibentuk z, .
n

Diperoleh barisan {z,} = X konvergen ke 6, yaitu

*u

. . .1
lim [z, =tim §=4) = lim =[x, = 0.

Karena fungsi f kontinu di & maka diperoleh

lim f(z,)=f(0)=0 < lim f(ﬁjzlimmze.

nN—o0 nN—o0 n n—oo n

Hal ini berarti terdapat bilangan M >0 sehingga |f(x,)|<M untuk

setiap n e N . Kontradiksi.

Pengandaikan  harus diingkar dan yang benar  himpunan

{1l :xe X |||, <1} terbatas.

(iv) = (v), vaitu diketahui himpunan {||f(x)], :xeX [x], <1}

terbatas dan  ditunjukkan terdapat bilangan M >0 sehingga

160l <M, v xeX.
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Karena himpunan {”f(X)”Y:XEX,”X”X 31} terbatas, maka terdapat
bilangan M >0 sehingga untuk setiap ze X dengan |z|<1 berlaku
[T (@)<m.

Diambil sebarang xe X dan x=6.

X

|

ol

s, | ()] <M.

Dibentuk y =-— e X , diperoleh |y|=1 dan

1
-l wlem

Jadi terdapat bilangan M >0sehingga || f (x)], <M x|, , v xeX.

(v) = (i), yaitu diketahui terdapat bilangan M >0 sehingga
If (|, <M x|, , ¥ xe X dan ditunjukkan fungsi f kontinu pada X .

Menurut yang diketahui, untuk setiap x,y € X diperoleh

[ ()= f ()] =]f (x=y)|=Mx-y].

Diambil sebarang bilangan £ >0 dan pilih 6= d 1>0, maka untuk

setiap X,y € X dengan sifat |x—y| <& berlaku

&
+1

[F )= F (Y sMIx=yfsM === <z,

Jadi, fungsi f kontinu pada X . O
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Berdasarkan Teorema 3.2.5 dapat dikatakan bahwa fungsi linear f

kontinu pada X jika dan hanya jika f terbatas pada X .
Selanjutnya dibentuk BC(X,Y)yaitu koleksi semua fungsi linear

kontinu dari ruang bernorma X ke ruang bernorma Y. Dapat ditunjukkan

bahwa £ (X,Y) merupakan ruang linear. Sifat £ (X,Y)diuraikan

sebagai berikut.

Teorema 3.2.6 Koleksi £ (X,Y) merupakan ruang bernorma terhadap
norma |.||:
1f]=sup{] f (x)]:xe X, |x]| <1} atau
[f[|=inf {M =0:]| f (x)|<M x|, xe X}
untuk setiap f € £ (X,Y).
Bukti: Ditunjukkan bahwa ||. | merupakan norma pada £ (X,Y).
(N1). Untuk setiap f e £ (X,Y )diperoleh
[#=sup {1 0l x<X. ] <1} 20
Selanjutnya || f||=sup{|f ()]:xeX,|x|<1}=0< f =0,
(N2). Jika o skalardan f e £ (X,Y) maka o f € £(X,Y) dan
o= sum I )09 xe X | <3}
—supJall 00l xeX [ <1
~lafsup ] £ (0] xe X ] <1}

=lellf].
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(N3).Jika f,ge Z(X,Y)maka (f +g)e £ (X,Y) dan
If +g]=sup{|(f +g)(¥)|:xeX, x| <1}
<sup{[(f ) +]a (] : xe X, x| <1}
<sup{[[f (¥)]:xe X, |x| <1} +sup{|a(x)]:xe X.|x| <1}
=[f1+lgl-

Jadi terbukti bahwa £ (X,Y ) ruang bernorma terhadap norma tersebut di

atas. o

Teorema 3.2.7 Jika diberikan £ (X,Y) maka

@) |f]=sup{|f(9]:xeX,|x|<1}.

(i) Jika X ={6} maka | f|=sup {|f(x)[:xeX,|x|=1}.

(iii) Untuk setiap x e X, || ()] <] ][]

(iv) Jika M 20, | f(x)[|<M x| maka |f|<M.
Bukti: (i) katakan k =sup {|f (X)]:x e X,|x] <1} .
Perhatikan bahwa {||f (x)[: x e X, x| <1} < {| f ()] : x e X,|x| <1} .
Diperoleh

k<|f].

Diambil sebarang x € X dengan |x|<1.

X
X+

Untuk sebarang ¢ >0 dibentuk y = sehingga
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. ,
”X”"'SH ||X||+g<” ”— A ”y”< :

Iyl=

Oleh karenaiitu | f (y)|e{]| f (x)[:]x] <1}-

I*(y [Tl =k = [f (o <k(ix]+2).

g2l
Karena berlaku untuk sebarang ¢ >0, maka
[T Cal<klx
sup {1 ()] x| <1} < ksup {|]:| <}
)<k,

Karena || f| <k dan k<|f|, maka ||f|=k =sup {| f ()] : xe X.,|x|<1}.

(ii) Diketahui X =@ . Katakan k =sup {|f (X)]:x e X,|x|=1}.

Karena {[[f (X)]:xe X,|x|=1} < {|f(9]:xe X,||x| <1} maka

k<|f].
Untuk y = X
X
Akibatnya
HUE EA
< [ f(y)<k|x.
Sehingga
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sup{[[ f (9)]: x e X, x| <1} <sup{k|x|:x e X, |x]| <1}
o [f]=ksw{lsl<)
Jadi, |f|l<k.

Karena || f|| <k dan k <|f|, maka || f|=k =sup {| f ()] : x e X.,|x| =1}

(iii) Jika x =6 maka | f (x)|=|f (0)|=]6]=0<]f]o0.

x = 6 Jika x = 6, didefinisikan y:ﬁ diperoleh ||y||:Hﬁ‘ =1.
X
Akibatnya
(Ol = Jo[p] <
[t ]

< [Fe<I I
Jadi, untuk setiap x e X , | (x)]<||f][x].

(iv) Diambil M >0 sebarang dengan | f (x)| <M |x| untuk setiap x X

sup ] (x): x| <1} < M sup {I]: ] <1
s |f]=™.

adi, [fl<M. o
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Teorema berikut menyatakan bahwa BC(X,Y) lengkap tergantung

kepada ruang bernorma Y. £ (X,Y) merupakan ruang Banach jika Y

ruang Banach.

Teorema 3.2.8 Jika Y ruang Banach maka £, (X ,Y) ruang Banach.
Bukti: Diambil sebarang barisan Cauchy { f }e £ (X,Y).
Berarti untuk sebarang bilangan ¢ >0 terdapat bilangan asli n, sehingga
Jika m,n >n, berlaku

I, f<e
Diperoleh, f, —f e £(X,Y).
Untuk setiap x e X dan m,n>n, diperoleh

£, £, =T, = £)09)
<[, I <<

Jadi untuk setiap xe X, {fn(x)} barisan Cauchy di Y. Karena Y ruang
Banach maka untuk setiap x e X, {fn (x)} konvergen katakan ke yeY .
Jadi untuk setiap x € X terdapat yeY sehingga y:!im f. ().
Karena ketunggalan limit, didefinisikan fungsi f : X —Y dengan rumus:

f(x):!ijﬂl f (x),VxeX.

Ditunjukkan fungsi f linear dan kontinu (terbatas) pada X .
Fungsi f linear, sebab untuk setiap skalar «, f € Rdan x,ye X diperoleh

ax+ fBye X dan

f(ax+py) =lim f, (ax+ fy)
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= lim {erf, (0} +lim { A1, (y))

=af(x)+1(y)
Karena {f,} barisan Cauchy di £ (X,Y) maka {f,} terbatas. Jadi ada

bilangan M >0 sehingga | f,[<M, Vn.
Karena untuk setiap xe X, {f (x)} konvergen ke f(x)eY . Akibatnya
{If. (||} konvergen ke | f (x)] .

Dengan demikian

If,001<M x|
sehingga lim I, 00)l< M |X]
Jlim £,09)<M[x] < [tal<mx].

Hal ini berarti f terbatas. Jadi f € £ (X,Y).

Selanjutnya

m f.(X)=f(x) < untuk setiap bilangan &>0 terdapat n,eN
sehingga jika n>n, berlaku | f,(x)— f(x)||<¢.
Khusus untuk |[x| <1, maka
5, 11=suplt,— )00f:xe X. Il <3)
=sup{[[f, 00— f(X)|:xe X, |x|<1}<e.

Jadi terbukti lim f = f , yaitu barisan Cauchy {f.} konvergen ke f.

n—o

Dengan demikian terbukti bahwa £ (X,Y) ruang Banach. o

57



Russng Barsch
3.3 Ruang Dual
Menurut Teorema 3.2.8, jika Y ruang Banach maka £ (X,Y) ruang

Banach. Jadi jika Y =R dan karena R lengkap (ruang Banach), maka

£, (X,R) ruang Banach.

Definisi 3.3.1 Diketahui X ruang bernorma. Dual dari ruang bernorma X,

ditulis X" = £ (X, R) ,dengan R sebagai lapangan dari ruang linear X.

Jadi X" =£ (X : R) koleksi semua fungsional linear dan kontinu pada X.

Teorema 3.3.2 Ruang dual X~ dari ruang bernorma X merupakan
ruang Banach.
Bukti: Menurut Teorema 3.2.8, karena R lengkap (ruang Banach), maka

X" = £ (X,R) ruang Banach. O

Untuk setiap f € £ (X, R) merupakan fungsional linear kontinu dari

ruang bernorma X ke lapangan R dan f ini sering disebut fungsional
linear kontinu pada X . Sedangkan untuk setiap anggota dari

L (X,X)=4£/(X) disebut operator (fungsi) linear kontinu pada X .

L (X) merupakan ruang Banach jika X ruang Banach.

Contoh 3.3.3 Diberikan contoh ruang Banach dan ruang dualnya.
(1) lJika X =L, maka dualnya X" :(Ll)* =L, .

(2) Jika X =R maka dualnya adalah X~ :(R)* =R.

(3) Ruang dual dari R" adalah R".
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Bukti: Dual dari X =L, adalah X" =(L,) =L,, yaitu L =L,.
Untuk setiap y={y,} €L, dibentuk fungsional f, pada L, oleh
fy(x):z;xnyn :
Diperoleh bahwa f  linear dan kontinu, yaitu untuk sebarang

y

x={x,},2={z,} €, dan sebarang skalar c e R berlaku

0

f,(x+2)=D.(x,+2,)y, =f,(x)+f,(z) dan

n=1

M

f, (cx)=)_(cx,)y, =cf, (x).

I
_

n

Selanjutnya untuk setiap x ={x,} € L, berlaku

[, (x)|= <[x], 1.

PR
n=1

Jadi setiap y={y,} €L, menentukan dengan tunggal fungsional linear
kontinu f, pada L, atau L, < L.
Sebaliknya, diambil sebarang fungsional linear kontinu f pada L, . Untuk

setiap x ={x,} € L, dapat direpresentasikan oleh
X=Y Xe,,
n=1

dengan e, ={O,..., 1 00}

ken

Karena f linear, maka diperoleh
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o0

f(x)= f@xnenjzzxnf (e,).

n=1
Hal ini berarti bahwa f(x) merupakan kombinasi linear dari barisan

bilangan {f (e,)} atau fungsional linear kontinu f bergantung pada

barisan bilangan { f (e, )}.

Selanjutnya karena f kontinu, maka |f (x)| terbatas, yaitu | f (x)| <.

Menurut Ketaksamaan Cauchy-Schwartz, diperoleh

£ 00l-|(Sxe

S (1(e)

<Ixl, sup (e,)

Supaya f(x) terbatas, maka haruslah sup‘f (en) <oo. Hal ini berarti

n>1

bahwa y={f (e,)} eL,.

00

Jadi, setiap fungsional linear kontinu f pada L, menentukan dengan

tunggal vektor y={f (e,)}eL,, yaitu L cL,.

Jadi, karena L, c Ly dan L, cL,,maka L=L,. ©
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BAB 4

Partisi dan Jumlahan Riemann-Stieltjes

Pada teori integral dikenal dua proses pengintegralan, yaitu secara
deskriptif dan secara konstruktif. Integral deskriptif didefinisikan sebagai
anti-derivatif (anti turunan), konsekuensi dari type integral ini bahwa
fungsi-fungsi yang mempunyai turunan dapat diintegralkan. Contoh
integral type deskriptif adalah integral Newton. Sedangkan integral
konstruktif didefinisikan secara konstruktif, artinya dibangun berdasarkan
partisi. Integral ini salah satunya dibangun berdasarkan partisi yang
dikenal sebagai integral tipe Riemann. Seperti integral Riemann, integral
McShane, integral Henstock dan lain sebagainya. Integral type Riemann
ini dikontruksi berdasarkan partisi, seperti partisi Riemann, partisi

Lebesgue, atau partisi Perron ¢ -fine.

4.1 Partisi Perron o -fine
Dalam bagian ini diberikan definisi dari partisi kemudian ditunjukkan

eksistensi dari partisi Perron ¢ —fine pada [a,b].
Definisi 4.1.1 Diberikan D, D,, ..., D, interval yang tidak saling tumpang-
tindih di dalam [a,b] = R dan x, X,,..., X, didalam [a,b] = R. Himpunan
interval-titik D ={(D,X)} ={(D,,%).(D,,%,).....(D,,X,)} disebut partisi
Lebesgue pada [a,b]<R jika D,uD, u...uD, =[a,b].

(i) Jika D={(D,x)} partisi Lebesgue pada [a,b] dan X, e D, untuk

setiap i, maka 9 disebut partisi Perron pada [a,b] .
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(i) Jika terdapat fungsi positif 6 pada [a,b], .‘l):{(D,X)} partisi
Lebesgue pada [a,b] sehingga D; < B(x;,5(x;)) untuk setiap i, di
sebut partisi Lebesgue (McShane) o-fine pada [a,b].
(iii) Jika D ={(D, X)} partisi Lebesgue o-fine pada [a,b] dan x €D,

untuk setiap i, maka P disebut partisi Perron J-fine pada [a,b].

Berdasarkan Definisi 4.1.1, pada partisi Lebesgue D={(D,x)}, x
tak perlu anggota D, untuk setiap i, sedangkan pada partisi Perron

haruslah x; € D;, Vi. Hal ini berarti bahwa setiap partisi Perron merupakan

partisi Lebesgue.

Dapat dikatakan juga bahwa koleksi pasangan interval -titik
D={(D,x)} ={(D,,),(D;,X,),...(D,,x,)} disebut
(i) Partisi Perron Jfine pada [a,b] jika D, = B(x,5(x)) dan
x eD;, Vi({i=12..,n) dengan D’ND=@,Vi=j dan
L"JDi —~[a,b].
i1
(i) Partisi Perron &fine di dalam [a,b] jika D; = B(x,d(x)) dan

x, €D, Vi(i=12..n) dengan D’NDj=@ Vi=| dan

UDic[a,b].
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Selanjutnya, X, dengan (D,,x;)e® disebut titik terkait dari D,

(associated point of D, ) dan (D.,x.) € 9 disebut selang ¢ -fine dengan

titik terkait x. .

Teorema berikut menyatakan eksistensi partisi Perron J-fine pada
[a,b]=R.
Teorema 4.1.2 Untuk setiap fungsi positif §:[a,b] — R terdapat partisi
Perron dJ-fine pada [a,b].
Bukti: Diberikan [a,b] = R dan fungsi positif 6 pada [a,b].
Selanjutnya dibentuk G :{(5—5(5),§+5(§))| & e[a,b]} liput terbuka

dari [a,b]. Karena [a,b] tertutup dan terbatas maka [a,b] kompak sehingga

G mempunyai liput bagian hingga, katakan
{(& -5, & +5(&)| k=12,--,m}.

Diambil x, =a dan x, =b
X€ (6 =6(c), 6 +0(5) N (61 =0(61) Gy +8(S1) 6 S X <Gy
i=12,---,n-1

Dari sini diperoleh & €[x ,, x]1c (& —-0(&), & +0(&)) yang berarti

bahwa D ={([%_;,x1.&)[i=1,2,---,n} partisi Perron & -fine. 0

Teorema 4.1.3 Jika ¢,dan 6, masing-masing fungsi positif pada
[a,b] = R dan d,(x) <,(x) untuk setiap x [a,b] maka setiap partisi
Perron o, — fine pada [a,b] merupakan partisi Perron &, — fine pada

[a,b].
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Teorema 4.1.4 Jika D, ={(D,x)} partisi Perron & —fine pada [a,b] dan
D,={(D,x)} partisi Perron §-fine pada [c,d] maka D=D D,
partisi perron ¢ —fine pada [a,b]u]c,d].

Bukti: Diberikan fungsi positif 0,
D, ={(D,x)} ={([¥_1,x1.&)i=1,2,---,n} partisi Perron &-fine pada
[ab], dan D, ={([y,, ¥, ].& )|k =12,....m} partisi Perron & -fine pada

[c,d]. Karena & fungsi positif pada interval [a,b] dan [c,d], akibatnya &
juga merupakan fungsi positif pada interval [a,b]u[c,d].

Dari sini diperoleh

D=DUD,
= {([Xi—l' Xi]’é:i )|| =12, n}U {([yk—l' yk]i§k)|k =12,..., m}
merupakan partisi Perron ¢ -fine pada [a,b]u[c,d]. m

Lemma4.1.5 (Lemma Cousin) Diberikan 9 ={(D,x)} partisi Perron
o -fine pada [a,b]. Jika [c,d] <[a,b] maka terdapat partisi Perron ¢ -

fine pada [c,d] dengan c dan d sebagai salah satu titik ujungnya.
Bukti: Diberikan fungsi positif ¢ pada interval [a,b]. Selanjutnya dipilih

Gyl dimana [ablc|) (& —S(£). & +8(5.) sedemikian

sehingga dengan mengambil
C € (gr - 5(§r)7 ér + §(§r) M (§r+1 - 5(§r+1)l §r+1 + 5(§r+1)

dimana & <c<¢

r+l

d € (gs - 6(55 )1 §s + 5(‘):5) M (é:s+1 - 5(554.1); §s+l + 5(§s+l)

untuk 1<r <n dan mengambil
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dengan & <d <&, untuksuatur,sdengan 1<r<s<n.
Diambil x, =a dan x, =b, x, =c, dan x; =d
xe (6 =06(5),6 +6(5) N (5.1 =0(611) Gy (61, 6 <X <Gy
1=12,---,n-1
Dari sini diperoleh partisi Perron ¢ -fine pada [a,b]

D= {([XO a, X1] gl) [ r-11 r C] é:) ([X C’Xr+l] §r+1)"”’
[Xo10 %1 86)s ([X = Ay X1 Gra) o [ X0 X, =bD

di mana c dan d sebagai titik ujung. ©

4.2 Jumlahan Riemann-Stieltjes
Diberikan definisi dan sifat-sifat dari jumlahan Riemann-Stieltjes.

Definisi 4.2.1 Diberikan interval tertutup [a,b]J<R dan fungsi
f :[a,b] > R. Untuk setiap D ={(D,x)} ={(D,,x,),(D,,%,),...,(D,,X,)}

partisi Perron o —fine pada [a,b] dibentuk jumlahan
EI)Z f (X)a(D) = z f(x)a(D,)
i=1

dan disebut jumlahan Riemann-Stieltjes.

Notasi «(D)=7(D) dimaksudkan sebagai panjang interval D.

Teorema 4.2.2 Diberikan interval tertutup [a,b]JcR. Jika
f,g:[a,b] >R masing-masing  fungsi pada [a,b] dan
={(D,x)} ={(D,, %), (D,,%,),....(D,,X,)} partisi Perron &—fine pada

[a,b], serta sebarang skalar ue R maka
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O 2(F+9)(x)a(D)=3(x)a(D)+ 2 0(x ) (D)
(93 (1 +0)(x)a(D) =D f (x)a(D)+ DY g (x)a(D)).
() 2(u)(x)x(D,) =D (3 )(D,).
(22 (uf )(x)a(D) =u(DY f (x)(D))).

Teorema 4.2.3 Diberikan fungsi f :[a,b] > R. Jika D=9, U D, partisi

Perron ¢ -fine pada [a,b] maka berlaku

2.1 (x)a(D)=22. (x)a(D)+2, 2. f (x)ar(D)
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BAB 5

Integral Lebesgue, McShane, dan Henstock

Pada bab ini, dibicarakan integral Lebesgue, McShane, dan integral
Henstock fungsi bernilai real yang lebih luas dari pada integral Riemann.
Integral Lebesgue didefinisikan berdasarkan ukuran, sedangkan integral
McShane dan Henstock didefinsikan berdasarkan partisi. Sebelum
membicarakan integral Lebesgue, McShane, dan integral Henstock,
dibahas terlebih dahulu tentang fungsi terukur.

5.1 Fungsi Terukur

Berikut ini dijelaskan definisi fungsi terukur beserta teorema-teorema
yang terkait.

Definisi 5.1.1 Fungsi f : E — R dikatakan terukur jika E himpunan terukur
dan untuk setiap bilangan riel ¢ maka himpunan {xeE: f(x)>a}
terukur.

Seperti yang dinyatakan dalam definisi, bahwa domain dari fungsi
terukur haruslah  himpunan terukur. Sebenarnya, kita akan selalu
mengasumsikan bahwa domain dari suatu fungsi baik fungi itu terukur
atau tidak terukur adalah himpunan terukur yang meskipun secara eksplisit
tidak disebutkan.

Berdasarkan definisi fungsi terukur, jelas bahwa fungsi kontinu dan

fungsi monoton merupakan fungsi terukur.

Contoh 5.1.2 Fungsi konstan adalah terukur.
Bukti: Bergantung pada pemilihan o (karena f konstan), maka himpunan
{xe R: f(x)>a}=R atau @.
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Maka himpunan {xe R : f(x) > «} =R atau @ terukur.

Jadi, fungsi konstan adalah fungsi terukur. o

Teorema 5.1.3 Diberikan E himpunan terukur dan fungsi f :E —R.
Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen:

(i) Untuk setiap bilangan Riel « , himpunan {x € E : f(x) > a} terukur,
(if) Untuk setiap bilangan Riel o, himpunan {x € E : f(x) > «} terukur.
(iii) Untuk setiap bilangan Riel «, himpunan {x € E : f (x) < a} terukur.
(iv) Untuk setiap bilangan Riel o, himpunan {x € E : f (x) < «} terukur.

Bukti: Diberikan f terukur, maka

{XGEZf(X)Za}:ﬁ {{XEEZf(X)>a—%}J untuk  setiap

n=1
bilangan asli n adalah terukur.

Sehingga (i) = (ii).

Karena {xeE:f(x)>a} terukur, maka komplemennya vyaitu
{x e E: f(x) <a} juga terukur.

Sehingga (ii) = (iii).

{xeE: f(x) ga}:ﬁ ({Xe E: f(x) <a+%}] adalah terukur

untuk setiap bilangan asli n.

Sehingga (iii) = (iv).

Selanjutnya karena {x € E : f (x) < a}terukur, maka komplemennya yaitu
{xe E: f(x) > a} juga terukur.

Sehingga (iv) = (i). Bukti selesai. o
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Teorema 5.1.4 Misalkan c bilangan real, dan fungsif: E >R dang: E
— R masing-masing fungsi terukur pada himpunan terukur E, maka

f +c,cf, f +g, f —g dan fg juga terukur pada E.
Bukti: Diketahui f dan g fungsi terukur pada E dan bilangan real c.

Untuk sebarang bilangan real «, maka

{xeE:f(X)+c>a}={xeE: f(X) >a—c} adalah himpunan terukur.
Jadi f +c terukur.

Jika ¢ = 0 maka cf juga terukur.

Jikac>0maka {x € E : cf (x) > a}:{x eE:f(X)> %} adalah himpunan
terukur.

Untuk ¢ < 0 maka {xeE:cf(x) >a}:{XE E:f(x) <%} adalah

himpunan terukur.
Jadi, cf adalah terukur.

Jika f(x)+g(x) >, maka terdapat bilangan rasional qe Q sedemikian

sehingga o —g(x) < q < f(x), maka

{xeE:(f +9)(¥)>e}=J{xeE: f(x)>q}N{xeE:g(x)>a—a})
qeQ

adalah himpunan terukur.

Jadi f+g juga terukur.
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Dengan demikian f-g=f+(-g) juga terukur.

Selanjutnya,

fg :%((f +0)° —(f - g)z), sebelumnya dibuktikan bahwa 2> fungsi
terukur.

Jika @ <0, maka {x e E: f?*(x) > a}= R terukur.

Jka «a> 0, maka {XeE:f’(x)>a}= {xeE:f(x)>Jal}n

{xeE:f(x)< —\/E}adalah himpunan terukur.

Jadi f2 adalah fungsi terukur.
Dengan demikian, fg juga fungsi terukur.

Bukti selesai. o

Definisi 5.1.5 Fungsi f mempunyai sifat P (sifat secara umum) hampir

dimana-mana (almost everywhere) pada Ac R jika E={xe A| f(x)

tidak mempunyai sifat P} maka w(E)=0.

Definisi 5.1.6 Fungsi f mempunyai sifat P nyaris dimana-mana (nearly
everywhere) pada Ac R jika himpunan {x A| f(x) tidak mempunyai

sifat P} terhitung (countable).
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Teorema 5.1.7 Diberikan fungsi f : E —R terukur dan fungsig: E —R.
Jika f = g almost everywhere pada E, maka g fungsi terukur.
Bukti: Diketahui bahwa f = galmost everywhere pada E, hal ini berarti
himpunan {x € E : f(x) # g(x)} adalah berukuran nol (measure zero).
Untuk setiap bilangan Riel o, misalkan A={xeE: f(x) >a} dan

B={xeE:g(x)>a}, maka

A-B={xeE: f(x) = g(x)} dan

B-A={xeE: f(x)=g(X)}.
Karena A himpunan terukur dan A-B, B-A measure zero yang berarti
terukur, maka

B=(B-AuUu(BnA)=(B-A) U(A-(A-B)) terukur.

Dengan demikian, g fungsi terukur. o

Teorema 5.1.8 Diberikan Himpunan terukur E jika fungsi f : E —»R
kontinu almost everywhere pada E, maka f fungsi terukur.

Bukti: Misalkan D ={x e E| f (x) diskontinu }, Dc E dan x(D)=0
(D measure zero), sehingga D terukur.

Untuk setiap bilangan Riel «, dan

{xeE:f(X)>a}={xeE-D: f(X)>atu{xeD: f(x)>a}

Akan ditunjukkan C ={xe E—D: f(x) > a} terukur.

Karena f kontinu pada setiap titik di C, maka untuk setiap £ >0, terdapat

& >0 sedemikian hingga untuk x € C dimana [x -t/ <& , maka berlaku
1f() - f)|<e
Jika f(Xx)>a, maka
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a—e<f(X)—e<ft)<f(X)+&
Sehingga a — & < f(t)

Karena  untuk  setiap >0, maka f()>a, dimana
te{yeE:|ly-x<s}.
Dibentuk U = | J{y:|y—-x <6}

xeC
Maka U adalah himpunan terukur (sebab U himpunan terbuka).
Dengan demikian C =U n(E — D) terukur.
Karena gabungan dua himpunan terukur adalah terukur, jadi

{xeE: f(x)>a} terukur atau f terukur pada E. O

Teorema 5.1.9 (Teorema Tiezte Extension) Diberikan himpunan
tertutup E. Jika fungsi f : E — R kontinu pada E, maka terdapat fungsi
kontinu g : R — R, sedemikian sehingga f = g pada E.

Bukti: Asumsikan E tidak terbatas.

Jika tidak, misalkan f(x)= f(supE) untuk setiap Xx>supE dan
f (x) = f (inf E) untuk setiap x<infE.

Dibentuk {(a,,b,)} barisan yang saling asing pada interval buka R -E.
Misalkan g(x) = f(x) untuk x € E dan

f(bn)_ f(an)
(bn _an)

Hal ini berarti fungsi g linier pada R -E.

g(x) = (x—a,)+ f(a,) untuk xe(a,,b,).

Akan dibuktikan fungsi g : R — R kontinu.
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Jelas bahwa g kontinu pada setiap titik di R-E dan pada setiap titik
terasing pada E.
Akan dibuktikan bahwa g kontinu pada setiap titik limitt E.
Misalkan c adalah titik limit E, ada beberapa kasus:
1. Jika c adalah titik terasing dari E pada salah satu sisi, maka f kontinu
pada sisi c.
2. Jika c titik limit kanan dari E dan diberikan sebarang bilangan £ >0.
Karena f kontinu pada E, maka terdapat titik ¢, € E " (c,o) sedemikian
sehingga |f (x) - f(c)| <& debngan x e[c,c,]NE.
Misalkan x e[c,c,]—E dan pilih k sedemikian sehingga x e (a,,b,).

Karena g linier pada (a,,b, ), maka
9(x) - g(c)| < max{g(a,) - 9(c)l.[g(b) - ()}
=max{f (a,)— f(c).|f(b) - fC)}<e.

Dengan demikian g kontinu padac. o

Teorema 5.1.10 (Lusin’s Theorem) Jika fungsi f : R — R terukur, maka
untuk setiap & > 0 terdapat himpunan tertutup E dan fungsi kontinu g : R

— R sedemikian sehingga u (R-E) <¢ danf=gpadaE.

Bukti: Misalkan {I } adalah barisan dari semua interval buka yang
dibentuk oleh (p, p+1) dengan p adalah bilangan bulat dan diberikan
sebarang bilangan ¢ > 0. Untuk setiap n terdapat himpunan tertutup

K, c 1, sedemikian hingga f| K, Kkontinu pada K, dan

&
I —K )< —.
u(l, —K,) o
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Misal E = JK, dengan E adalah himpunan tertutup.

n=1
o0 o0 8
,Ll( R-E) SZ/u(ln_l‘<n)<z ?:g
n=1 n=1
dan fungsi f| E ( fungsi f hanya dibatasi pada E) kontinu pada E.
Oleh Teorema Tietze Extension, maka terdapat fungsi kontinug: R —R

sedemikian sehinggaf=gpadaE. o

Definisi 5.1.11 Fungsi ¢:[a,b] > R dikatakan fungsi tangga (step
function) jika terdapat koleksi  berhingga interval  buka

{I, :k=123,---,n} yang saling asing di (a,b) sedemikian hingga

[a,b]=[] I, dan ¢ adalah konstan pada setiap Ix.

k=1

Akibat 5.1.12 Fungsi tangga merupakan fungsi terukur.

Teorema 5.1.13 Fungsi f terukur pada [a,b] jika dan hanya jika terdapat
barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b]sedemikian sehingga f, konvergen
ke f hampir dimana-mana pada [a,b].
Bukti: (=) Misalkan f terukur pada [a,b] yaitu himpunan
X ={x e[a,b]: f(x) > a} terukur untuk setiap bilangan real a.
Tetapkan n e N, dibentuk:

X, ={x efab] (i-D2" < f(x) <i2"}untuki=12,---,n2"

X, ={xe[a,b] f(x)>n}
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Himpunan-himpunan tersebut adalah himpunan terukur yang saling asing
satu sama lain, sebab X himpunan terukur.

Dibentuk fungsi:

fn(x):{(i—l)Z‘n, Xe Xni,i:]_'z’.“’nzn
n , XeX,

Dari sini diperoleh bahwa f, konvergen ke f titik demi titik pada [a,b].
Misalkan A ={x e[a,b]| lim f (x) = f(x)}

lim f (x) = f(x)}berarti bahwa terdapat £ >0 dan x e[a,b] untuk

setiap N, ,, € N sedemikian sehingga untuk setiap n> N, ,,, maka

£x) !
berlaku
f,()-f(X)|2e=2".
Hal ini kemungkinan hanya terjadi pada titik-titik
{(i-12™",i2""}untuki =1,2,---,n2" dann=1,2, ...
Dengan demikian

A={xe[ab] lim f, ()~ f(x)}

={(i-027",i2"| n=123,-- dan i=12,---,n2"}.

Karena A himpunan countable maka z(A)=0.

(<) Misalkan terdapat barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian
sehingga f, konvergen ke f hamper dimana-mana pada [a,b], yaitu terdapat

himpunan A dengan x(A)=0 dan lim f_(x) = f (x)} untuk setiap x € A

Dibentuk:
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X(f >a)={xelab] f(x)>a}dan

Hal ini berarti x €Y maka untuk setiap k terdapat n sehingga untuk
setiap i>n, maka f, (x)2a+%.
lim f (x) = f(x)}berarti bahwa untuk setiap &>0 dan setiap

xe[a,b] terdapat N, eN sedemikian sehingga untuk setiap

m>N, maka berlaku

£,X) !

£, 00— f(0|<e.

atau f, (X)—e<f(X)<f, (X)+¢

ex) =N dan m=i2>n, maka berlaku

Jika diambil ¢ = % N

a+%< fi(x)—%< f (x) untuk setiapk=1,2, ...
Untuk k mendekati oo maka a < f,(x) < f(x)
Sehingga f(x) > a untuk setiap X e X..
Sebaliknya jika x e X yaitu f(x) >« , akibatnya @ < f (x) < fi(x)+%

untuk k=1,2, ...

Untuk k mendekati oo maka o < f(x) < f,(x)

Sehingga o < f,(X) untuk setiap xeY .
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Jadi, X(f >a)=ﬁ O ﬁX[fiZajL%j:Y

Karena X(fi >a +%) himpunan terukur untuk setiap bilangan Riel a,

akibatnya Y juga terukur, dan
X(f>a)—A=Y —A,
karena Y terukur dan x(A)=0, maka X (f > a) juga terukur.

Jadi, fungsi f terukur. o

5.2 Integral Lebesgue
Integral Lebesgue didefinisikan berdasarkan fungsi sederhana dan

himpunan terukur. Fungsi ¢:[a,b] — R dikatakan fungsi tangga jika ada

koleksi berhingga {Ik |k =12,.., n} yang saling asing dalam interval buka

(a,b) sedemikian sehingga [a,b] = U I, dan ¢ konstan untuk setiap I, .
k=1

Definisi 5.2.1 Misalkan ¢:[a,b] — R fungsi tangga dan ¢=> c,a(l,).

k=1
Integral Riemann atas ¢ pada [a,b] didefinisikan oleh

n

igﬁzZCka(lk).

k=1

Definisi 5.2.2 Misalkan fungsi f :[a,b] — R terbatas. Upper dan lower

integral Riemann fungsi f pada [a,b] didefinisikan oleh

Py S—

b
f =inf {J’y/h// > f fungsi tangga}
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b b
jf :sup{j¢|¢s f fungsi tangga}.

Jike kedua nilai tersebut sama, maka dikatakan bahwa f terintegral

Riemann pada [a,b].

Definisi 5.2.3 Misalkan s:[a,b]— R fungsi sederhana dan s = ch;(Ek
k=1

bentuk representasi kanonik dari s. Integral Lebesgue atas s pada [a,b]

didefinisikan oleh
b
fo-
3 k

Jika A c[a,b] himpunan terukur, maka

n

Ck,u(Ek).
1

b n
J‘s:J's;(A =Y cu(E,nA).
A a k=1

Teorema 5.2.4 Misalkan s dan r fungsi sederhana pada [a,b] dan

A, B c—[a,b] dua himpunan terukur, maka berlaku

b b
(1) [es=c[suntuk sebarang skalar c.
b b b
2 js+r=js+_[r.
b b
(3) Jika r <s a.e pada [a,b]maka jr gjs.

b b
(4) Jika r =s a.e pada [a,b]maka J'r :Is.
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b

sj|s|.

a

()

b

Jr

(6) Jika AnB =, maka I s=.[s+fs.
B

AUB A

(7) Jika s>0dan Ac B, maka [s<|s.
A B

Definisi 5.2.5 Misalkan fungsi f :[a,b] — R terbatas. Upper dan lower

integral Lebesgue fungsi f pada [a,b] didefinisikan oleh

b
f =inf “s|s > f fungsi sederhana}

a

Iy S—

b
f :sup{.[r|r < f fungsi sederhana}.

D ey T

Jike kedua nilai tersebut sama, maka dikatakan bahwa f terintegral
Lebesgue pada [a,b].
Fungsi f terintegral Lebesgue pada himpunan terukur Ac[a,b] jika

fungsi f y, terintegral Lebesgue pada [a,b] dan

b
[t=]txa-
A a

Teorema 5.2.6 Misalkan f :[a,b] >R fungsi terbatas. Fungsi f

terintegral Lebesgue pada [a,b] jika dan hanya jika f fungsi terukur.

Teorema 5.2.7 Misalkan f dan g terintegral Lebesgue pada [a,b] dan

A, B —[a,b] dua himpunan terukur, maka berlaku
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b b
(1) cf terintegral Lebesgue pada [a,b] dan .[cf =cjf untuk sebarang

skalar c.

b b b
(2) f + gterintegral Lebesgue pada [a,b] danf f+g =I f +J'g .

b
(3) Jika f <g a.e pada [a,b]maka If <(g.

D ey T

b b
(4) Jika f =g a.e pada [a,b]maka jf ='|'g :

b

b
[fl=<]Itl.

(6) Jika AnB=@, maka [ f=[f+[f.
B

AUB A

(5)

(7) Jika f >0dan AgB,makajfgjf.
A B

5.3 Integral McShane

Integral McShane merupakan integral tipe Riemann yang dikontruksi
berdasarkan partisi. Pada bagian ini akan diperlihatkan bahwa integral
McShane eukivalen dengan integral Lebesgue.
Definisi 5.3.1 Diberikan fungsi f : [a,b]—R. Fungsi f dikatakan

terintegral McShane pada [a,b] jika terdapat bilangan real L, sehingga
untuk setiap ¢ > 0 terdapatlah fungsi o positif sedemikian sehingga untuk
setiap partisi tag bebas yang subordinate ke o (partisi
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Lebesgue/McShane) pada [a,b] yaitu D:{(fI (%, %]):1=123,.. }

memenuhi :

|f(D) - L| <eg
dimana f(D) = z f (&)(x; —x;_,) adalah jumlahan Riemann atas partisi

D.

Teorema 5.3.2 Diberikan fungsi f : [a,b]— R . Jika fungsi f kontinu pada
b b
[a,b] maka f terintegral McShane pada [a,b] dan _[f = (R)If .

Bukti: Diberikan sembarang bilangan ¢ >0 karena f terintegral Riemann

pada [a,b] terdapatlah sebuah fungsi konstan positif o, pada [a,b]

sedemikian sehingga <§ dimana P adalah partisi tag

f(P)—(R)| f

bebas yang subordinate ¢, pada [a,b].

Karena f kontinu seragam pada [a,b] terdapatlah 7 >0 sedemikian sehingga

1) = f(y)<

dimana x, a,b] dan |y —x .
2(b > yelab]ldan |y-x<n

Diberikan  5(x) = mln{n, O )}untuk setiap xe[ab]. Andaikan

D={(xi,[ci,di])|1si <q} adalah partisi tag bebas yang subordinate o
pada [a,b].
Diberikan P ={(y,,[c;,d;])[l<i<p} dan P partisi tag bebas yang

subordinate 6, pada [a,b]. sehingga :
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‘f(D)—(R)jf <|f(D) - f(P)|+

f(P)-(R)[ f

<i|f(xi)_ f(yi)|(di —-C)+e

2(b— )( -a)+

=&

Karena ¢ bernilai sembarang, maka fungsi f terintegral McShane pada

[a,b] dan j'f =(R).Tf . O

Definisi 5.3.3 (Fungsi Primitif) Didefinisikan fungsi F :[a,b]—R dengan

rumus:
F(@) =0 dan F(x)= (M) If(t)dt untuk setiap xe [a,b]

fungsi F ini disebut fungsi primitif f pada [a,b].

Berdasarkan  fungsi primitif ~ ini untuk  feM([a,b]);
a=xo<x1<X2<..<xn=b diperoleh F(a,b) = F(b)-F(a) = (M) j)' f(t)dt.
Seperti hasil di atas maka untuk fe M([xi-1,xi]) dengan i=1,2,..n berlaku
F(Xi-1,Xi) = ]' f(t)dt

Xi—1

Karena U [xi-1,xi] = [a,b], dengan kata lain

82



Integpal Lebergue, McSbane, & Hemstock

Fab) = (M) [ f (it = ]lf(t)dt = Y F(Lx).

n
a i=1 Xi_t

Teorema 5.3.4 Jika f terintgral McShane pada [a,b] dengan fungsi
primitif F maka F differensiable hampir dimana-mana pada [a,b] dan
F'(x)=f(x).

Bukti: Akan dibuktikan bahwa F'(x) = f (x) hampir dimana-mana pada
[a,b]. Fungsi f terintegral McShane pada [a,b] dengan fungsi primitif F.
Diberikan sembarang bilangan & >0 terdapatlah fungsi positif §(¢) pada
[a,b] sedemikian sehingga untuk setiap partisi tag bebas subordinate ¢

pada [a,b] yaitu D= {(&[xi1,xi]) L <i<n} berlaku :

D_Zn:“(é:i)(xi —Xi1) — F(Xi—l’xi)| <&

Dibentuk himpunan X = { x e [a,b];F(x) tidak ada atau bilaada F’(x) = f(x)}
Akan ditunjukkan p(X)=0. Diambil xe X sehingga terdapatlah 7 (x)>0

sedemikian sehingga untuk setiap ¢ >0 ada x’k-1 dengan 0<X-x’k-1<9,

berlaku:
[F() = F (X)) = F OO =X\ 1) 2 n(|x = X' 4]
atau ada x’k dengan 0<x’k-x <¢ dan berlaku

[F(x, ) = F ()= )X —x)| 2 n(x)|x, —X].

Untuk setiap ne N dibentuk himpunan Xy,={x e X|77 ()= i} sehingga,
n

X=JX,.
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Untuk setiap & >0 terdapat [X’k-1,x’k] , k=1,2,...,p dengan X k-1=Xk dan X k=

Xk sehingga,
Xnc LpJ|x'k_l,x'k| dan y(Xn)<Zp:(x'k—x'k_l)+g
k=1 kL
Sehingga
u(X,)< kZ::(x‘k—x'k_l)Jrg

P 1
<
i 17(X)

<ng +& =(n+l)¢.

IF(x' )= F(X' 1) = FO)(X X' + &

Karena nilai ¢ sebarang, hal ini menunjukkan p(Xn)=0 dan karena X=

| X, maka p(X)=0.

Dari hasil di atas dapat diketahui bahwa jika f terintegral McShane pada
[a,b] dengan fungsi primitif F(x) ada dan jika tidak ada atau F’(x) = f(x)
nilai ukurannya nol maka £°(x)=f(x) hampir dimana-mana pada [a,b]. O

Teorema 5.3.5 Jika f terintegral McShane pada [a,b], maka untuk setiap

& >0 terdapat fungsi tangga ¢ sehingga
b
“f —¢| <g.

Bukti: Misalkan f terbatas pada [a,b].
Didefinisikan barisan F, pada fungsi primitif F oleh
F. (X)=F(x)
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dengan x=a+i(b—a)2™, i=012,---,2" dan linier untuk x yang lain di
[a,b].
Misalkan f,(x)=F, (x) hampir dimana-mana. Hal ini karena Fn kontinu

(menurut akibat 2.35) dan linier sepotong-potong.
Dengan demikian f, adalah fungsi tangga yang nilainya terbentuk dari

FY)-F).

(y-x)
Karena menurut Teorema 5.3.4 F differensiable hampir dimana-mana,

maka barisan fungsi tangga fn(x) konvergen ke f(x) hampir dimana-mana.

b
Dengan demikian, j| f, —f | mendekati nol (0) untk n mendekati oo

Atau jika diberikan sebarang ¢ >0 terdapat n> N sedemikian sehingga
b
[If, —f |<e

Sehingga

b b
j“n—f|:ﬂf—ﬂ<g.u

Teorema 5.3.6 Jika f terintegral McShane pada [a,b] maka, terdapat
barisan fungsi tangga {f.} pada [a,b]sedemikian sehingga fn konvergen
ke f hampir dimana-mana pada [a,b].
Bukti: Diberikan F fungsi primitif dari f.
Karena f terintegral McShane pada [a,b] dengan fungsi primitif F maka
menurut Teorema 5.3.4, F’(x) = f(x) hampir dimana-mana pada [a,b].
Didefinisikan Fn seperti dalam bukti Teorema 5.3.5.
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Selanjutnya f,(x)=F,(x) hamper dimana-mana pada [a,b]. Karena
f,(x)=F,(x) hamper dimana-mana pada [a,b] maka, barisan fungsi

tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga f, konvergen ke f hamper
dimana-mana pada [a,b].

Terbukti bahwa jika f terintegral McShane pada [a,b], maka terdapat
barisan fungsi tangga {f} pada [a,b] sedemikian sehingga f, konvergen ke
f hampir dimana-mana pada [a,b]. ©

Teorema 5.3.7 Jika fungsi f terintegral McShane pada [a,b] maka f
terbatas.

Bukti: Diberikan f € M([a,b]) dengan ff(x)dx: A.

Ambil sebarang bilangan & >0 terdapatlah fungsi positif 6(¢) pada [a,b]
sedemikian sehingga untuk setiap partisi tag bebas subordinate 6 pada

[a,b] yaitu Dn={(&;,[xi-1,x])[1<i <N } berlaku :

D, Y F(£)(x —m)—%{«:

sehingga untuk setiap partisi tag bebas yang subordinate & pada [a,b]
yaitu Dn={(&;,[Xi-1,Xi]) |1£ i <n} yang merupakan penghalusan dari partisi

Dn yang berarti n >N, berlaku :

<¢&

D, > F(E)(X ~%.) - A
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Dari sini tampak bahwa barisan jumlahan Riemann Dy=

Z f(&)(x; —x,,) konvergen. Karena konvergen berarti masing-masing
i=1

suku barisan tersebut terbatas, yaitu terdapatlah M >0 sehingga,
|f (&)X — Xi—1)| <M

untuk setiap i=1,2,...,n.

<M
|Xi - Xi—l| ’

HAE

X — X4

dengan Mo = max{ l =1,2,..n} karena D sembarang partisi tag

bebas yang subordinate 6 pada [a,b] maka untuk setiap x < [a,b] bisa
menjadi tag pada D, sehingga untuk setiap x € [a,b] berlaku:

[ ()| <M,
sehingga f terbatas.

Terbukti bahwa jika f terintegral McShane pada [a,b] maka f terbatas. o

Teorema 5.3.8 Jika fungsi f terintegral McShane pada [a,b] maka f
terukur pada [a,b].

Bukti: Menurut Teorema 5.3.6 bahwa Jika f terintegral McShane pada
[a,b] maka, terdapat barisan fungsi tangga {f.} pada [a,b] sedemikian
sehingga fn konvergen ke f hamper dimana-mana pada [a,b], dan menurut
Teorema 5.1.13 barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga
fn konvergen ke f hamper dimana-mana pada [a,b] maka f terukur pada
[a,b].
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Jadi terbukti bahwa jika f terintegral McShane pada [a,b], maka f terukur
pada[a,b]. o

Teorema 5.3.7 dan Teorema 5.3.8 menjelaskan bahwa jika fungsi f
tidak terbatas dan tidak terukur maka f tidak terintegral McShane.
Teorema 5.3.9 Diberikan fungsi f : [a,b] — R . Jika fungsi f terbatas dan

terukur pada [a,b], maka f terintegral McShane pada [a,b].

Bukti: Misalkan M adalah batas fungsi f pada [a,b] dan diberikan
sembarang bilangan & >0. maka menurut Teorema Lusin’s, terdapat

himpunan terukur A c[a,b] dan fungsi kontinu g : [a,b] — R sedemikian
hingga f = g pada A dan u(B) = SLM dengan B =[a,b]-A, dan g terbatas

oleh M.
Karena g kontinu pada [a,b], maka menurut Teorema 5.3.2 g terintegral

McShane pada [a,b], yaitu terdapat fungsi positif &, pada [a,b] sedemikian
hingga untuk setiap partisi tag bebas yang subordinate ke &, pada [a,b],
yaitu Dn={(&,[Xi-1,xi]) [L<i<n}, berlaku

&
< —

‘g(D)—Ig >

q
dengan g(D) = z g(x,)(x, —%,_,) adalah jumlahan Riemann atas partisi D.
i=1

Misalkan O himpunan terbuka sedemikian hingga Bc< O dan

) :ﬁ dan didefinisikan & pada [a,b] oleh :
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SOx) = 0, (X) , XeA
()= {min{él (x), p(x,0%)}, xeB

Dimana (o(x,0°) =inf{ly —x|: y € O} yaitu jarak antara x ke O,
Dengan demikian, D juga partisi tag-bebas yang sub-ordinat ke ¢ pada

[a,b], maka berlaku

‘f(D)—jf <|f(D)-g(P)|+

9(D)-[g

+[(g-1)
<2M (0) + & + 2M u(B)
& & &

=&

Terbukti, f terintegral McShane pada [a,b]. ©

Berdasar Teorema 5.3.7, Teorema 5.3.8, dan Teorema 5.3.9, diperoleh
teorema sebagai berikut.
Teorema 5.3.10 Fungsi f : [a,b]— R terintegral McShane pada [a,b] jika
dan hanya jika f terbatas dan terukur pada [a,b].

Bukti: Sesuai Teorema 5.3.7, Teorema 5.3.8, dan Teorema 5.3.9. o

Contoh 5.3.11 Misalkan E adalah himpunan tidak terukur dan
E < [01]. Didefinisikan fungsif:[0,1]— R oleh

‘ X xekE
(X)_{o, xe[01]-E

maka f tidak terintegral McShane pada [0,1].
Bukti: Akan dibuktikan bahwa f terbatas pada [0,1], tetapi tidak terukur.
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Untuk setiap x €[0,1] terdapat bilangan Riel M >0, sedemikian sehingga
[f(X)| <M.

Pilih M = maks {0,1}.

Jadi untuk setiap x €[0,1] maka |f (x)|<1.

Dengan demikian f terbatas pada [0,1].

Fungsi f tidak terukur pada [0,1], yaitu untuk setiap bilangan Riel ¢ >0
maka himpunan {xe[0]1]: f(X) >«a} tidak terukur, Kkarena
{xe[01]: f(x)>a}cE.

Jadi, f tidak terukur.

Karena f tidak terukur pada [0,1] maka menurut Teorema 5.3.9, f tidak

terintegral McShane pada [0,1].

Teorema 5.3.12 Jika f(x) = 0 hampir dimana-mana untuk setiap x pada

b
[a,b], maka f terintegral McShane pada [a,b] dan (M)j f(x)dx=0.

Bukti: Misalkan f (x) = 0 hampir dimana-mana pada [a,b]. Ambil
N={xe [a,b]|f(x) = 0}.
Karena f(x)=0 hampir dimana-mana pada [a,b] maka x (N)=0. Karena

itu untuk setiap ne N dibentuk Nn={x e N|n —1<|f(x)| <n} sehingga

N :U N, dan Nn< N untuk setiap ne N maka berlaku

n=1
0< u (Nn)< £(N)=0.
Jadi, u (Nn)=0 untuk setiap n.

Oleh karena itu terdapatlah interval terbuka Gn, Nnc Gn dan
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&
H (Gn) n2n+1
1, xe[ab]-N
Misalkan ambil fungsi positif o(x) = ;Hl XeN
n

Hal ini berarti 6(x)=1 jika x<[a,b]-N. Jika xe N, maka terdapat n
sehingga xe N, < Gn. Karena itu untuk sembarang partisi tag bebas yang
subordinate & pada [a,b] yaitu D = {(&;,[xi-1,xi]) [L<i < p }berlaku,

SIUCCERI ED I W T

n=li=1,&eN,

> HE)X %)

b
Terbukti f terintegral McShane pada [a,b] dan (M) j f(x)dx=0. o

Teorema 5.3.13 (Kriteria Cauchy) Fungsi f:[a,b/—R terintegral
McShane pada [a,b] jika dan hanya jika untuk setiap ¢ > 0 terdapatlah

fungsi positif 0 dalam [a,b] sedemikian sehingga |f(D1)— f(D2)| <e

dimana D1 dan D, adalah partisi tag bebas yang subordinate ke 6 pada
[a,b]. o
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Theorema 5.3.14 (Saks-Henstock Lemma) Jika f terintegral McShane
pada [a,b] dengan fungsi primitif F, maka untuk setiap bilangan positif
e>0, terdapatlah fungsi 6()>0 pada [a,b] sehingga untuk setiap partisi
tag bebas yang subordinate ke o pada [a,b] yaitu D={(&,[Xi-1,Xi]) |l <i<n

} berlaku :

(M) F(E)(% - %)~ F(aub) <

(MY )06 %)~ F (60}

<¢g

dengan F(xi-1,xi) = F(xi) — F(xi1), i=1,2,..,n. O

Teorema 5.3.15 Jika f terintegral McShane pada [a,b], maka primitif F-

nya kontinu pada [a,b]. O

Setiap fungsi yang terbatas akan terintegral Lebesgue jika dan hanya
jika terukur. Sedangkan fungsi yang terbatas dan terukur jika dan hanya
jika terintegral McShane. Jadi integral Lebesgue ekuivalen integral
McShane.

Teorema 5.3.16 Fungsi f terintegral McShane pada [a,b] jika dan hanya

jika fterintegral Lebesgue pada [a,b]. i

Teorema 5.3.16 memberikan arti bahnya setiap fungsi yang terintegral

Lebesgue, maka fungsi tersebut terintegral McShane atau sebaliknya. Jadi
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jika fungsi f terintegral Lebesgue maka jelas bahwa Lemma Sack-

Henstock berlaku.

5.4 Integral Henstock

Berikut ini diuraikan definisi dan teorema-teorema integral Henstock
fungsi bernilai real secara sekilas.
Definisi 5.4.1 Fungsi f :[a,b] — Rdikatakan terintegral Henstock pada

[a,b], ditulis singkat f eH[a,b], jika terdapat bilangan real HeX
sehingga untuk setiap bilangan ¢ >0 terdapat fungsi positif o pada [a,b]
dan untuk setiap partisi Perron é-fine D= {(Dl, X,), (D,, X2),...,(Dn,Xn)}

pada [a,b] berlaku

<é&.

H-2Y f (x)a(D)\z‘H —i f (x)a(D,)

Jika fungsi f terintegral Henstock pada [a,b] maka bilangan real H dalam

Definisi 5.4.1 adalah tunggal dan ditulis

H=(H)jf.

a

Teorema 5.4.2 Diberikan fungsi f : [a,b]— R . Jika fungsi f kontinu pada

b b
[a,b], maka f terintegral Henstock pada [a,b] dan jf = (R)_[ f.

Bukti: Diberikan sembarang bilangan ¢ >0, karena f terintegral Riemann

pada [a,b] maka terdapat fungsi konstan positif &, pada [a,b] sedemikian

sehingga
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&
< —

‘f(a)—(R)jf

dimana P; adalah partisi Perron ¢ — fine pada [a,b].
Karena f kontinu seragam pada [a,b], maka terdapat 7 >0 sedemikian

sehingga

)= 0<%

dimana x,y e [a,b] dan |y —x < 7.

Diberikan 5(x):min{n,5éx)} untuk setiap xe[a,b]. Misalkan

P={(xi,[ci,di]| i=12,...,9} adalah partisi Perron & — fine pada [a,b]
dan diberikan juga partisi  Perron oJ-fine pada [a,b]

P, ={(y:.[c;.d;] i=12....q}, sehingga:

‘f(P)—(R)Jf <|f(P)—f(P)|+

f(R)-(R) f

<i|f(xi)—f(yi>|<di—ci)+g

2(b— )( -a)+

=&

Karena ¢ bernilai sebarang, maka fungsi f terintegral Henstock pada [a,b]

danj.f:(R)j‘f. O
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Teorema 5.4.3 Diberikan fungsi f : [a,b]— R. Jika fungsi f terbatas dan
terukur pada [a,b], maka f terintegral Henstock pada [a,b].

Bukti: Misalkan M adalah batas dari fungsi f pada [a,b] dan diberikan
sembarang bilangan & >0. Menurut Teorema Lusin’s, maka terdapat fungsi

kontinu g : [a,b]— R dalam himpunan tertutup E c[a,b] sedemikian

hingga u([a,b]-E) < ﬁ f = g pada E dan M adalah batas dari g.

b b
Jo- ]t

b
sj|g—f|

a

< 2M 1([a,b] - E)

&
<_
4

Karena g kontinu pada [a,b], akibatnya g terintegral Henstock pada [a,b],
yaitu terdapat fungsi positif o, pada [a,b] sedemikian hingga

&
< —
2

‘g(P)—Ig

dimana P adalah partisi Perron & — fine pada [a,b].
Didefinisikan ¢ pada [a,b] oleh

5(x) = min{s,(x), p(x,E)} ,xe[a,b]-E
0,(x) ,XeE
(p(x,E)=inf{ly—x|:y € E} jarak antara x ke E ).
Misalkan P partisi Perron 6 — fine pada [a,b] dan P, < P adalah partisi

Perron ¢ — fine pada [a,b] — E dengan

u(R) < u([a,b] -E) <81M
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sehingga

‘f(P) [f<[f(P)-g(P)|+

m'—.c-
m'—.c'

& €
<2Mu(P) + =+ —
u(P) oy

<2M—+ + 8¢
( ) 2 4

Terbukti, f terintegral Henstock pada [a,b]. ©
Teorema 5.4.4 Diberikan fungsi f : [a,b]— R. Jika fungsi f = 0 nearly

b
everywhere pada [a,b], maka f terintegral Henstock pada [a,b] dan j f=0

Bukti: Misalkan {a,:neZ}={xe[a,b]: f(x)=0} dan diberikan
sebarang bilangan ¢ >0.
Didefinisikan fungsi positif 6 pada [a,b] oleh

1 ,xe[ab]-{a,:neZ’}
o(x) = g2t

P ={(&[x4, %] i=12,...,q} partisi Perron &~ fine pada [a,b].
Misalkan = adalah himpunan indeks i sedemikian sehingga
& e{a,:neZ"} dan untuk setiap i € 7, pilih n,

Sehingga & =a, , maka

(1 =|f(P)-0|

= Z fF(E)G —X4)

ier
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<2/t (a,)

iell

o(a,)
= 252’“‘ <¢
iell

b
Jadi, fungsi f terintegral Henstock pada [a,b] dan '[f =0. i

Teorema 5.4.5 Misalkan fungsi f : [a,b]— R. Jika fungsi f = 0 almost

b
everywhere pada [a,b], maka f terintegral Henstock pada [a,b] dan j f=0

Bukti: Misalkan E ={xe[a,b]: f(x) =0} dengan x(E)=0 dan untuk
setiap bilangan bulat positif n diberikan E, ={x e E:n-1<|f(x)|<n}
yang masing-masing measure zero.

Untuk setiap n, pilih himpunan terbuka On sedemikian hingga E, < O,

dan x(0,) < % -

Didefinisikan fungsi positif 6 pada [a,b] oleh

{1 ,xe[a,b]-E
o(x)= c
p(x,0,7), xekE,

Dimana (p(x,0,%) =inf{]ly —x: y € 0,“} yaitu jarak antara x ke Ox°.
Diberikan P partisi Perron 6 — fine pada [a,b]. Misalkan P, < P, untuk

setiap n. Jika I interval pada Pn, maka | < O, , sehingga

‘f(P)—If =|f(P)-0|

SZ|f(Pn)|
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<X nu(o,)

< Z g2 " =¢
n=1
b
Jadi, fungsi f terintegral Henstock pada [a,b] dan _ff =0. o

Teorema 5.4.6 Jika f terintegral Henstock pada [a,b] dengan fungsi
primitif F maka F differensiable hampir dimana-mana pada [a,b] dan
F'(x) = f(x).

Bukti: Akan dibuktikan bahwa F'(x) = f (x)hampir dimana-mana pada

[a,b]. Fungsi f terintegral Henstock pada [a,b] dengan fungsi primitif F.
Diberikan sembarang bilangan & >0 terdapatlah fungsi positif 5(¢) pada

[a,b] sedemikian sehingga untuk setiap partisi Perron ¢ -fine pada [a,b]

yaitu P= {([xi-1,xi], &)| i =1,2,---,n}} berlaku :

PZ| FS)0G —%i0) — F(Xi, X, )| <&
i=1
Dibentuk himpunan X = { xe [a,b];F(x) tidak ada atau bila ada F’(x) = f(x)}
Akan ditunjukkan p(X)=0. Diambil xe X sehingga terdapatlah 7 (x)>0

sedemikian sehingga untuk setiap 6 >0 ada x’k.1 dengan 0<X-x’k-1<9 ,

berlaku:
IFO) = F(Xi1) = FOOX= X)) = (X)X = X' |
atau ada x x dengan O<x k-x <o dan berlaku :

F(x) = FO) = £ 00X, )] 2 7(9]x, X

Untuk setiap ne N dibentuk himpunan Xn:{XeX|77 x)> 1} sehingga,
n
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Untuk setiap & >0 terdapat [x’k-1.x k] , k=1,2,...,p dengan x k-1=Xk dan x =

Xk sehingga,

>

p P
Xnc U|X'k_l,X'k| da ,u(Xn)<kZl:(X'k—X'k_l)+8
k=1 =

Sehingga
p
(X)) < Z(X'k _Xlk—1)+ 3
k=1

P11
<kz_;77(xk)

<hg +¢

= (D)

IF(x' )= F(X' 1) = FO)(X X' )| + &

Karena nilai & sebarang hal ini menunjukkan p(Xn)=0 dan karena X=

[J X, maka p(X)=0.

Dari hasil di atas dapat diketahui bahwa jika f terintegral Henstock pada
[a,b] dengan fungsi primitif F(x) ada dan jika tidak ada atau F’(x) = f(x)

nilai ukurannya nol maka F’(x)=f(x) hampir dimana-mana pada [a,b]. O
Teorema 5.4.7 Jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka untuk setiap
& >0 terdapat fungsi tangga @ sehingga

b

“f —-D |< &.

Bukti: Misalkan f terbatas pada [a,b].
Didefinisikan barisan Fn pada fungsi primitive F oleh
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F. (X)=F(x)
dengan x=a+i(b—a)2™", i=0.12,---,2" dan linier untuk x yang laindi
[a,b].
Misalkan f, (x)=F, (x) hampir dimana-mana. Hal ini karena Fy kontinu

dan linier sepotong-potong.

Dengan demikian f, adalah fungsi tangga yang nilainya terbentuk dari
F(y) - F(x)

(y-x)

Karena F differensiable hampir dimana-mana, maka barisan fungsi tangga
fn(x) konvergen ke f(x) hampir dimana-mana.

Dengan demikian,

b
_[| f, —f | mendekati nol (0) untuk n mendekati oo

Atau jika diberikan sebarang & >0 terdapat n> N sedemikian sehingga

b
[If, —f |<e
Sehingga
b b
[If. =t |=]|f @ |<&. 0

Teorema 5.4.8 Jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka terdapat
barisan fungsi tangga {f.} pada [a,b] sedemikian sehingga f, konvergen
ke f hamper dimana-mana pada [a,b].

Bukti: Diberikan F fungsi primitif dari f.
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Karena f terintegral Henstock pada [a,b] dengan fungsi primitif F maka
menurut Teorema 5.4.6, F’(x) = f(x) hampir dimana-mana pada [a,b].
Didefinisikan Fnseperti dalam bukti Teorema 5.4.7.

Selanjutnya f,(x)=F, (x) hamper dimana-mana pada [a,b]. Karena
f,(x)=F,(x)hamper dimana-mana pada [a,b] maka, barisan fungsi

tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga fn konvergen ke f hamper
dimana-mana pada [a,b].

Jadi terbukti bahwa, Jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka terdapat
barisan fungsi tangga {f,} pada [a,b] sedemikian sehingga f, konvergen ke

f hampir dimana-mana pada [a,b]. o

Teorema 5.4.9 Jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka f terukur pada
[a,b].

Bukti: Menurut Teorema 5.4.8 bahwa f terintegral Henstock pada [a,b],
maka terdapat barisan fungsi tangga {f.} pada [a,b] sedemikian sehingga
fn konvergen ke f hampir dimana-mana pada [a,b], dan menurut Teorema
5.1.13 terdapat barisan fungsi tangga {f,} pada [a,b] sedemikian sehingga
fn konvergen ke f hamper dimana-mana pada [a,b], maka f terukur pada
[a,b].

Jadi terbukti bahwa jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka f terukur

pada [a,b]. O

Contoh 5.4.10 Diberikan fungsi f (x) = x*pada [0,1], maka f terintegral
Henstock pada [0,1].
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Bukti: Fungsi f(x)=x®pada [0,1] adalah fungsi kontinu, maka menurut

Teorema 5.4.2 fungsi f terintegral Henstock pada [0,1] dengan nilai

integralnya, yaitu

j f (x)dx = j x®dx

0

G

5.5 Hubungan Integral McShane dan Henstock

Berikut ini diberikan hubungan antara integral Riemann, McShan, dan
integral Henstock fungsi bernilai real.
Teorema 5.5.1 Jika fungsi f :[a.b]— R terintegral Riemann pada [a,b],
maka f terintegral McShane pada [a,b].
Bukti: Diketahui bahwa jika suatu fungsi f :[a.b]— R terintegral
Riemann pada [a,b], maka f terbatas dan terukur pada [a,b] dan jika f
terbatas dan terukur pada [a,b] maka f terintegral McShane.
Jadi, jika f terintegral Riemann maka f terintegral McShane. m
Contoh 5.5.2 Berikut contoh fungsi f yang terintegral McShane tetapi
tidak terintegral Riemann.
Fungsi f:[a.b]— R merupakan fungsi Dirichlet yang didefinisikan sebagai
berikut :

1 x rasional
f(x) = N
0, x irrasional

Fungsi f terintegral McShane pada [0,1] dengan nilai integralnya 0, tetapi

f tidak terintegral Riemann pada [0,1].
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Bukti: Fungsi f terintegral McShane pada [0,1] dengan nilai integralnya 0.

Diberikan sembarang bilangan & >0, karena banyaknya bilangan Rasional
terhitung dan disimbolkan anggota bilangan Rasional pada [0,1] adalah

r, ra, rs, ..., dan didefinisikan
5(r) =¢&-27"" untuk setiap i =1,2,3,--- dan
o) =1 untuk ¢ irrasional.
Maka dapat dibentuk suatu partisi tag bebas yang subordinat- 6 pada [0,1]
yaitu D ={(&,,[X, 4, %]),i=12,---,n}
Diperoleh:

_Zn: f (é)(xi—xi_l)—o‘ _

> ) -X,.)

< 2- gzn: 27
i=1

2&
< —=¢
2

Jadi, terbukti f terintegral McShane ke 0 pada [0,1].

Fungsi f tidak terintegral Riemann pada [0,1].

Diberikan sembarang bilangan ¢ >0 terdapat ¢ >0.

Ambil  neN sedemikian ~ hingga n >% dan  dibentuk
P = (Xy, X, X5, -+, X, ) Sembarang partisi pada [0,1].

Diperoleh x, — X, , = 1 < J untuk setiap i =1,2,3,---,n.
n
Dari fungsi di atas diperoleh bahwa m, =inf{ f (x): x e[x,;, X1}
=0
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dan M, =sup{f(x):xe[x_,, %1}
=1

maka

L(P, 1) =D my (6~ %)
= ano'(xi —Xi4) =0
UP, f)=3 M0~ %)

= iZZl:L(xi — X 4)= n-%:l
Dengan demikian
U(P,f)-L(P,f)=1-0
=1>¢

Sehingga f tidak terintegral Riemann pada [0,1].

Alternatif lain, fungsi f terintegral McShane pada [0,1]

Fungsi f terbatas pada [0,1] karena terdapat bilangan riel M >0 sedemikian
hingga | f (x)| <M untuk setiap x [0,] .

Pilih M = max { 0, 1}, maka untuk setiap x €[0,1] berlaku |f(x)|<M .
Jadi f terbatas.

Fungsi f terukur pada [0,1] sebab untuk setiap bilangan riel « maka
A={xe0]] f(x)>a}

i) Jika a <0, maka A=[0,1] terukur.

i) Jika a>1, maka A =@ terukur.
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i) Jika O<a <1, makaA:U(rH,rn) dengan {r,,r,,---} bilangan

n1
rasional pada [0,1], karena A terhitung akibatnya A measure zero sehingga
A terukur.

Dengan demikian menurut Teorema 5.3.10 f terintegral McShane pada
[0,1].

Teorema 5.5.3 Diberikan fungsi f :[a.b]— R. Jika fungsi f terintegral
Riemann pada [a,b], maka fungsi f terintegral Henstock pada [a,b].
Bukti: Diketahui bahwa jika suatu fungsi f :[a.b]— R terintegral
Riemann pada [a,b], maka f terbatas dan terukur pada [a,b] dan jika f
terbatas dan terukur pada [a,b] maka f terintegral Henstock.

Jadi terbukti bahwa jika fungsi f terintegral Riemann pada [a,b], maka

fungsi f terintegral Henstock pada [a,b]. m

Contoh 5.5.4 Fungsi f :[0,1]— R adalah fungsi Dirichlet yang
didiefinisikan sebagai berikut :

1 x rasional
f(x) = . .
0, x irrasional

tidak terintegral Riemann pada [0,1], tetapi terintegral Henstock pada [0,1]
dengan nilai integralnya adalah 0.
Bukti: Diberikan sembarang bilangan ¢ >0, karena banyaknya bilangan
Rasional pada [0,1] tercacah, maka dimisalkan ri, rz, r3, ... selanjutnya
dengan mengambil

S(r)=¢-2"" untuk i =1,2,3,---

o) =1 untuk o irrasional.
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maka dapat dibentuk
P={([x_.X%],¢&)| i=12,---,n} partisi Peron & -fine pada [0,1].

Diperoleh:
Zf(ﬁzi)(xi_xi—l)_o‘z i~ Xid)
i=1
<2y 2
i=1
2¢&
< —=¢
2

Jadi, terbukti f terintegral Henctock pada [0,1] dengan nilai integralnya 0.

Contoh 5.5.5 Diberikan f(x):i untuk 0<x<1 dan f(0) = 0. f

Jx

terintegral Henstock pada [0,1] dengan nilai integralnya 2, tetapi tidak
terintegral Riemann atau McShane pada [0,1].

Bukti: Diberikan sebarang ¢ >0.
Ambil fungsi positif 5(x) = % untuk 0 < x<1

2

o(x) = £ Untuk x =0
16

Kemudian dibentuk P ={([x,_,,%;].&)| i =12,--,n} partisi Peron & -fine
pada [0,1] dengan &, =0.

Selanjutnya,

IR

-] e [ Fac S @ x.)

106



Integpal Lebergue, McSbane, & Hemstock

‘2 (2- 2\/_)‘ T Z(X \/__1)
1 1
Karena I dx < Z \/_ —X;,) dan _F < =

maka diperoleh

‘ Zf(f)(x —Xi1)

1 1
<2\/_+Z[\/Z ﬁ (X = X;4)

Padahal x. —x,, <26 = ) , akibatnya X 3 .
3 X, 3—¢

Lebih lanjut diperoleh

S o LR RCOIEC NN

<fifa-
2 2

Terbukti bahwa f terintegral Henstock pada [0,1] dengan nilai integralnya
2.

Fungsi f(x) = 1 untuk 0 < x <1 dan f(0) = O tidak terbatas pada [0,1].

Jx

Andaikan fungsi f(x) = 1 terbatas pada [0,1], maka terdapat bilangan

Jx

Riel M >0, sedemikian hingga |f(x)|<M untuk setiap x<[0,1], tetapi

pilih x = ™ 11)2 dan x<[0,1].
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Maka f(X)=——~  —M+1>M.

\/%M +1)?

Kontradiksi bahwa f terbatas pada [0,1].

Jadi terbukti bahwa f tidak terbatas pada [0,1].

Menurut Teorema, maka f tidak terintegral Riemann maupun McShane
pada [0,1].

Teorema 5.5.6 Jika fungsi f :[a.b]— R terintegral McShane pada [a,b],
maka fungsi f terintegral Henstock pada [a,b].

Bukti: Menurut teorema jika fungsi f terintegral McShane, maka f terbatas
dan terukur. Sedangkan jika fungsi f terbatas dan terukur, maka f
terintegral Henstock.

Terbukti bahwa jika fungsi f terintegral McShane pada [a,b], maka fungsi
f terintegral Henstock pada [a,b]. o

Setiap fungsi yang terintegral Riemann maka terintegral Lebesgue,
McShane, dan Henstock. Sedangkan setiap fungsi yang terintegral
Lebesgue juga terintegral McShane atau sebaliknya. Selanjutnya, setiap
fungsi yang terintegral McShane atau Lebesgue maka terintegral

Henstock.

Jadi, hubungan antara integral Riemann, Lebesgue, McShane, dan integral

Henstock, yaitu

R[a,b]  L[a,b] = M[a,b] = H[a,b].
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BAB 6

Integral Dunford

Pada bab ini dibicarakan fungsi terukur bernilai Banach. Melalui
fungsi terukur lemah tersebut dikontruksi Lemma Dunford yang menjamin
adanya integral Dunford. Dibahas sifat-sifat sederhana dari integral
Dunford. Ditunjukkan bahwa koleksi semua fungsi yang terintegral
Dunford merupakan ruang linear. Selanjutnya dibicarakan fungsi primitive
dari integral Dunford.

6.1 Fungsi Terukur Lemah

Diberikan f fungsi bernilai Banach X pada interval tertutup [a,b].

Berikut ini didefinisikan fungsi terukur bernilai Banach dan fungsi terukur
lemah beserta teorema yang terkait.

Definisi 6.1.1 Fungsi f :[a,b] — X dikatakan sederhana jika ada
himpunan terukur A c[a,b], i=1,2,...,n sehingga
ANA =2, untuk setiapi = |

dan
[a,b]=JA .
i=1
dengan f (x)=y, € X untukxe A,i=12,..,n, vyaitu fungsif adalah

fungsi konstan pada himpunan terukur A .

Himpunan atau koleksi semua fungsi sederhana pada[a, b] dinotasikan

denganJ(u, X)=J. Jelas bahwaJ merupakan ruang linear (ruang
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vektor). Jika f adalah fungsi sederhana maka | f||, :[a,b] > Rjuga

merupakan fungsi sederhana. Berdasarkan fungsi sederhana, dapat

didefinisikan fungsi terukur sebagai berikut.

Definisi 6.1.2 Fungsi f :[a,b] — X dikatakan terukur jika ada barisan

fungsi sederhana (fn), f.eJ,neN sehingga

£, (x)], =0,

untuk setiap x e[a,b] .

lim

nN—oo

Berdasarkan Definisi fungsi terukur, jika f fungsi sederhana pada

[a,b]maka f merupakan fungsi terukur pada[a,b]. Selanjutnya jika fungsi
f :[a,b]— X terukur maka fungsi bernilai real |f|, :[a,b] >R juga

merupakan fungsi terukur.

Teorema 6.1.3 Jika f :[a,b] — X fungsi terukur maka fungsi real
1], :[a,b]— R fungsi terukur.
Bukti: Karena f :[a,b] — X fungsi terukur, maka ada barisan fungsi

sederhana(f,), f, €J,ne N sehingga

f,(0- (1), =0,

untuk setiapt [a,b].

lim

nN—oo
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Karena f fungsi sederhana untuk setiapne N, maka|f |, ~ juga

merupakan fungsi sederhana untuk setiapn € N . Oleh karena itu f, fungsi

terukur, sehingga

I o ol <

untuk setiapt €[a,b].

f.(t)= (1), .

Hal ini berarti bahwa lim

N—oo

f. ()], =[f ()], yaitu] f], terukur. o©

Selanjutnya diberikan definisi mengenai fungsi terukur lemah, yaitu
dikaitkan dengan dual dari ruang Banach X .

Definisi 6.1.4 Fungsi f :[a,b] » X dikatakan terukur lemah jika untuk

setiapx” e X" fungsi real x (f):[a,b] >R terukur.

Menurut Definisi 6.1.4 dan Definisi 6.1.2 maka dapat diperoleh
bahwa setiap fungsi terukur merupakan fungsi terukur lemah.

Teorema 6.1.5 Jika f :[a,b] — X terukur, maka f :[a,b] — X terukur

lemah.

Bukti: Karena f :[a,b]— X terukur maka ada barisan fungsi sederhana

(f,), f,ed,neN sehingga

f,(0-1 (0, =

untuk setiapt [a, b].

lim

n—o

Diambil sebarang x” € X, maka berlaku

X (f, ()= f (1)< f, ()= T ()], -

*

X

X
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Karena lim

n—o

f,(t)—f(t)], =0, maka lim

n—oo

X" (£, (t)- f (1))|=0.

Jadi, ada barisan fungsi sederhana( f,), f, € J,ne N sehingga

lim ‘x( f.(t)-f (t))‘ =0,
untuk setiapt [a,b].
Hal ini berarti X" ( f ):[a,b] — R terukur untuk setiap x” e X"

Jadi, f :[a,b]— X terukur lemah. o

Berdasarkan fungsi terukur lemah dikontruksi lemma yang menjamin
eksistensi dari integral Dunford.

Lemma 6.1.6 (Dunford) Jika fungsi f :[a,b] — X terukur lemah dan
untuk setiap x” e X “fungsi bernilai real x (f):[a,b]—>R terintegral
Lebesgue, yaitu X ( f)e L, maka untuk setiap interval tertutup Ac[a,b]
terdapat tunggall XE?A) e X7 sehingga
Xiw(X)=[X (1)
A
untuk setiapx” e X .
Bukti: Diambil sebarang interval tertutup A c[a,b], maka untuk setiap

X" e X diperoleh

Ix*f: I X fy,.

A [a,b]
Didefinisikan fungsiT,: X~ — L, fungsi dari dual ruang Banach X ke
ruang fungsi terintegral Lebesgue oleh

TA(X*):X*f;(A,
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untuk setiapx” e X"

Selanjutnya didefinisikan fungsi F, : X” — R oleh,

FA(X*)=Ix*f = I X fy,.
A

[a,b]
Diperoleh bahwa F, merupakan fungsional linier pada X, yaitu untuk

sebarang x’, y~ € X “dan sebarang skalar ¢ e R berlaku
FA(X*+y*):J(x*+y*)f
A
:jx*f +Iy*f
A A
= FA(X*)+ FA(y*),

FA(cx*)zj(cx*)f

A
= cj X f
A
=cF, (X).
Misalkan untuk sebarang barisan{x; | = X~ yang konvergen ke x" e X~

maka dapat ditunjukkan bahwa barisan {TA(x;)} akan konvergen ke

gel,yaitu

lim j
n—oo
A

x:f—g‘zo.

Menurut Teorema Riez terdapat subbarisan {x; },keN dari {x}

sedemikian sehingga

X (f(X)za(X)) > 9(x), k >0
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untuk setiap x €[a,b].

Oleh karena x; ( () z,(x)) = X (f () 74 (X)), n > o0

untuk setiap x e[a,b].

Hal ini berarti bahwa g (x)=x"(f (x) z,(x)) untuk setiap x < [a,b] dan
X (fxa)el.

Dengan kata lain bahwaT, : X~ — L tertutup.

Menurut Banach closed graph theorem maka operator T, terbatas.

Dengan demikian

*

J= D)< Ipet]= [T

)=l

LSl

Jadi,

Ix*f <
A

Oleh karena itu, Ix*f merupakan fungsional linear kontinu pada X~

yang pendefisiannyaoleh x. , e X ™. O

(1.4)

6.2 Integral Dunford

Berdasarkan Lemma Dunford, maka dapat didefinisikan integral
Dunford sebagai berikut.
Definisi 6.2.1 Fungsi f :[a,b] — X dikatakan terintegral Dunford pada

[a,b], jika untuk setiap x" e X~ fungsi real x ( f):[a,b] > R terintegral
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Lebesgue dan untuk setiap interval tertutup Ac[a,b] terdapat vektor

x{’f"A) e X sehingga

untuk setiapx” e X .

Nilai integral Dunford (DL)jf , fungsi f atas interval tertutup Ac[a,b]
A

diberikan oleh x; , € X™, yaitu

dimana X7 , (X) (L)Ix( f), untuk setiapx” e X".

A
Himpunan semua fungsi f yang terintegral Dunford pada [a,b] ditulis
D, [a,b]. Jika f :[a,b] > X dan f D, [a,b] berarti bahwa X (f)elL

untuk setiap x" e X".

Teorema eksistensi ketunggalan nilai suatu integral Dunford.

Teorema 6.2.2 Jika f e D [a,b], maka untuk setiap interval tertutup
Ac[a,b] vektor x;’f"A) e X tunggal.
Bukti: Diberikan sebarang interval tertutup A <[a,b]. Andaikan terdapat

vektor X, , € X™ dan X, , € X maka

Xl?f,A)(X*):(L)J;X*( f) dan
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x;;f'A)(x*):(L)J‘x*(f).

Oleh karena itu

ok

Jadi Xy, = Xy

£.A)"

Teorema 6.2.3 Jika fungsi f terintegral Dunford pada [a,b], maka f
terintegral Dunford pada A untuk setiap interval tertutup Ac[a,b].

Bukti: Jelas menurut Definisi 6.2.1. o

Contoh suatu fungsi yang terintegral Dunford pada [a,b] adalah
fungsi konstan.

Contoh 6.2.4 Diberikan fungsi konstan f (x)=c untuk setiap x <[a,b],

maka f terintegral Dunford pada [a,b]. O

Teorema 6.2.5 Fungsi f terintegral Dunford pada [a,b]jika dan hanya
jika untuk setiap x" e X" fungsi bernilai real x f terintegral Lebesgue
pada [a,b].

Bukti: Diketahui fungsi f terintegral Dunford pada [a,b]maka untuk
setiap x" e X~ fungsi real x" f terintegral Lebesgue pada [a,b].
Sebaliknya jika fungsi real x f terintegral Lebesgue pada [a,b] maka f

terintegral Dunford pada [a,b]. m
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Contoh 6.2.6 Jika f terintegral Lebesgue (atau McShane) pada [a,b],
maka f terintegral Dunford pada [a,b].

Contoh 6.2.7 Jika f terintegral Riemann pada [a,b], maka f terintegral
Dunford pada [a,b].

Bukti: Hal ini karena setiap fungsi terintegral Riemann maka terintegral

Lebesgue. Selanjutnya jika fungsi f terintegral Lebesgue maka untuk

setiap X~ e X “fungsi bernilai real x f juga terintegral Lebesgue. Oleh

karena itu fungsi f terintegral Dunford. O

Koleksi semua fungsi f yang terintegral Dunford pada [a,b],
dinotasikan D, [a,b] dan merupakan ruang linear.
Teorema 6.2.8 D, [a,b] adalah ruang linear.
Bukti: Diambil sebarang f,ge D, [a,b] dan sebarang ceR.
Ditunjukkan bahwa f +g € D, [a,b] dan cf € D, [a,b].
Karena f, g e D[a,b] maka untuk setiap x” € X" fungsi real x f dan x'g
terintegral Lebesgue pada [a,b]. Oleh karena itu untuk setiapx” e X~
X (f+9)=xf +xg terintegral Lebesgue pada [a,b].
Jadi, fungsi f + g terintegral Dunford pada [a,b], yaitu f +g e D, [a,b]
Karena f e D, [a,b] maka untuk setiap x" e X "fungsi real x"f terintegral

Lebesgue pada [a,b]. Oleh karena itu untuk sebarang skalar ce R dan
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untuk setiap x" e X" fungsi X (cf )=cx f terintegral Lebesgue pada
[a,b].

Jadi, fungsi cf terintegral Dunford pada [a,b], yaitu cf € D [a,b].

Jadi, D, [a,b] ruang linier. o

Teorema 6.2.9 Jika f =@hampir dimana-mana pada [a,b], maka
f € D [a,b]dan jika Ac[a,b] himpunan terukur maka

Xn =0
Bukti: Karena f =@ hampir dimana-mana pada [a,b], maka ada
himpunan terukur Ac[a,b] dengang, (A)=0 sehingga jika x e X~
berlaku

X*f(x){:O,Xe[a,b]—A.

#0,xe A

Dibentuk A=JA dengan

k=1
A ={xe A:k-1<|f (x)| <k k=123,.} = A danu,(A)=0.
Diambil sebarang & >0, maka untuk suatu k terdapat himpunan terbuka
O, dengan , (O, ) < k_;k sehingga O, o A, .
Didefinisikan fungsi positif 6 pada [a,b] sedemikian sehingga
N(x,é(x))cOkuntUKXE A, k=123,...dan sebarang fungsi positif

untuk X yang lain.

Oleh karena itu, untuk sebarang A < [a,b] himpunan terukur berlaku
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<

0
<2
k=1

untuk setiap X" e X" dan x| <1.

&
Ko =¢

Hal ini berarti x f e L[a,b] dan untuk himpunan terukur Ac[a,b]

terdapat vektor x(*: n € X™ sehingga
X;:YA)(X*):(L)_/[X*]‘ =0.

Jadi f €D, [a,b] dan x(“f‘ A

’)=6?. O

Fungsi f dan g dikatakan ekuivalen, jika f =g hampir dimana-

mana pada [a,b], yaitu jika terdapat himpunan terukur-a Ac[a,b]

dengan 4, (A)=0 sehingga

f(x)=9(x),

untuk setiap x e[a,b]—A.
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Selanjutnya dibahas fungsi primitif integral Dunford pada [a,b] dan

sifat-sifat sederhana dari fungsi primitifnya. Kemudian dibahas sifat-sifat
terkait fungsi kontinu mutlak (Absolutely Continuous), fungsi kontinu
mutlak kuat(Strictly Absolutely Continuous), dan generalisasinya
(Generalized Absolutely Continuous). Sifat-sifat terkait fungsi bervariasi
terbatas (Bounded Variation Function), fungsi bervariasi terbatas kuat
(Strictly Bounded Variation Function), dan generalisasinya (Generalized
Bounded Variation Function).

6.3 Fungsi Primitif Integral Dunford

Berikut ini dibahas fungsi primitif dari fungsi f yang terintegral
Dunford pada [a,b].
Definisi 6.3.1 Diberikan X ruang Banach, J[a,b] koleksi semua interval
tertutup di dalam [a,b] dan fungsi f :[a,b] > X . Jika f terintegral

Dunford pada [a,b] maka F :J[a,b] —> X dengan rumus:
F(A) =X, :(DL)j f
A

dan F (&) = 0untuk setiap A< J[a,b] disebut Primitif Dunford fungsi f

pada [a,b].

Contoh 6.3.2 Didefinisikan fungsi f :[a,b]— X oleh

f(x)=c,
untuk setiap x e[a,b] dan suatu konstanta ce X, maka untuk setiap
interval tertutup Ac[a,b] fungsi primitive Dunford fungsi f adalah

F(A) =ca(A).
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Bukti: mudah dibuktikan bahwa fungsi konstan f(x)=c terintegral
Dunford pada [a,b]. Hal ini berarti untuk setiap x e X~ fungsi real

x*( f):[a,b] > R terintegral Lebesgue dan untuk setiap interval tertutup

Ac|a,b] terdapat x; , € X" sehingga
i )= (0 (1) =00 =¥t

Jadi untuk setiap x” € X~ dan interval tertutup A —[a,b] berlaku

XX ) =Xca(A).

Jadi F(A)=x;, =(D,)[ f=ca(h). o

Definisi 6.3.3 Diberikan J[a,b] koleksi semua interval tertutup di dalam
[a,b]. Fungsi F:J[a,b]— X dikatakan aditif jika
F(AU B)= F(A)+F(B)

untuk setiap A, B e J[a,b]dengan AnB =< dan AuUB e J[a,b].

Teorema 6.3.4 Jika f € D, [a,b] dengan F sebagai primitif Dunfordnya
maka F merupakan fungsi aditif pada [a,b].

Bukti: Diketahui f e D [a,b]. Diberikan Ac[a,b] dan B c[a,b]
berturut-turut sebarang interval tertutup, AU B c[a,b]dan tidak saling
tumpang-tindih maka untuk setiap x e X™ fungsi X f terintegral

Lebesgue pada [a,b] dan terdapat vektor x. , e X~ dan vektor

(f.A)

x(“f"B) e X sehingga
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x(*:]A)(x*)z(L)J'x*f dan

x(*:YB)(x*):(L).[x*f .

Karena AcJ[a,b] dan B c[a,b] berturut-turut interval tertutup maka
AUB c[a,b] juga interval tertutup. Oleh karena itu terdapat vektor

X . e X sehingga

(f,AUB)
x(*:]A)(x*)er(*:]B)(x*)=(L)./[x*f+(L)JB'x*f
=(L) I X f
AUB
=X (X)
Jadi

*k

Xt aum) = X(1.a) T X1 5 202U F(AUB)=F(A)+F(B).

Terbukti bahwa F merupakan fungsi aditif pada [a,b]. O

Akibat 6.3.5 Jika f € D [a,b] dengan F sebagai primitif Dunfordnya dan

A, A,,...,A masing-masing interval tertutup di dalam [a,b] yang tak

saling tumpang-tindih dengan | J A =[a,b] maka

i=1

FUA) =X FA) =2,
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Bukti: Diketahui f € D, [a,b] dengan F sebagai primitif Dunford fungsi

f pada [a,b], UA =[a,b] dengan s, (A NA;)=0 untuk setiap i# j

i=1

maka diperoleh

Il
o
—~~
>
g
_+_
A
By
>
N
+
Y
A
L
>

Selanjutnya berdasarkan Definisi 6.2.1 dan Definisi 6.3.1 serta
ekuivalensi integral Lebesgue dengan integral McShane, maka integral

Dunford pada [a,b] dapat dinyatakan seperti dalam teorema berikut.

Teorema 6.3.6 Fungsi f € D [a,b] jika dan hanya jika terdapat fungsi
aditif F pada [a,b] sehingga untuk setiap bilangan &£>0 dan x e X~
terdapat fungsi positif o pada [a,b] dan jika A c[a,b] interval tertutup
dan D ={(D,,x),(D,,X,),....(D,,x,)} partisi tag(McShane) & —fine pada

Aberlaku
ix*(f(xi)a(Di)—F(Di)) <e

atau
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Zn:x*f(xi)a(Di)—x*F(A) <¢.O

Teorema 6.3.7 (Lemma Sack-Henstock) Fungsi f € D [a,b] dengan

fungsi primitif F , yaitu untuk setiap bilangan &£ >0 dan x € X terdapat

fungsi positif o pada [a,b]sehingga jika A c[a,b] interval tertutup dan
D ={(D,x)} partisi tag (McShane) 5 -fine pada A berlaku

9> X" (X)a(D) - XF(D)| < &
maka untuk setiap jumlahan bagian >’ dari 93" berlaku

93", X' (\)a(D)-XF(D)|<&. 0

Teorema 6.3.8 Jika f € D [a,b] dengan fungsi primitif F maka F
kontinu pada [a,b].
Bukti: Berdasarkan Sack-Henstock Lemma dan pertidaksamaan

IFOO-FW), <|[F)-F-fM(x-v),

HTW, x=y|. ©

Berikut ini dibahas fungsi kontinu mutlak dan fungsi kontinu mutlak

kuat kaitannya dengan fungsi primitif dari fungsi f yang terintegral
Dunford pada [a,b].

Definisi 6.3.9 Diberikan fungsi F :[a,b] - X dan Ac[a,b]. Fungsi F
dikatakan kontinu mutlak (absolutely continuous) pada A, ditulis

F e AC(A), jika untuk setiap bilangan &¢>0 terdapat bilangan & >0
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dan jika {(ci,di)} barisan selang terbuka pada [a,b] dengan c;,d, € A

dan z ) <& berlaku

Z::HF(ci,di)Hx :Z::HF(di)—F(ci)Hx <s

Definisi 6.3.10 Fungsi F dikatakan kontinu mutlak kuat (restricly
absolutely continuous) pada A, ditulis F e AC™(A), jika untuk setiap

bilangan & >0 terdapat bilangan 6 > 0dan jika {(Ci,di)} barisan selang

terbuka di dalam [a,b] dengan c,,d. € A dan Z | —C;) <& berlaku

i=1

" o(Fslc,.d,]) < ¢
i=1

dengan o(F;[c,,d,])=sup{|F()-F(y), :x yelc,d],i>1}.

Teorema 6.3.11 Jika F € AC"(A) maka F e AC(A).
Bukti : Menurut Definisi 6.3.10, FeAC™(A) berarti untuk setiap

bilangan ¢ >0 terdapat bilangan 6 > 0dan jika {(Ci,di)} barisan selang

terbuka di dalam [a,b] dengan c;,d. € A dan Z , <5 berlaku

i=1

" o(Fslc,.d,]) < ¢
i=1

Hal ini berarti
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Z::HF(di)— F(c)| < iisup{HF(x)— F(y)|, :xyelc.d]i 21}

Dengan kata lain F € AC(A). O

Teorema  6.3.12  Diketahui Ac|[a,b] interval  tertutup,

0

-A= U c..d,) dan fungsi F kontinu pada [a,b]. Pernyataan

k=1

dibawah ini ekuivalen:
(i). FeAC'(A)

(ii). F < AC(A) dan

S o(File,.d,]) <

(iii).Untuk setiap bilangan &>0 terdapat bilangan 6 >0 dan jika

{(a,,b,)} barisan interval buka dengan a, €A atau b, €A dan

o0

> (b,—a,) <& berlaku

n=1

SIF(0)-F (@) <2

Bukti : Ditunjukkan (i) maka (ii)
Menurut Teorema 6.3.11 bahwa jika F € AC™(A)maka F € AC(A).

Akan ditunjukkan bahwa Y a(F;[c,,d,]) <o
k=1
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Karena F e AC*(A) maka untuk setiap bilangan ¢ >0 terdapat bilangan

o >0dan jika {(a b )} barisan interval terbuka di dalam [a,b] dengan

a,b, € A dan i(bi —a;) < berlaku

o(F;[a.b] —.
i=1

Diperhatikan bahwa z . —C,)<b—a berhingga
Jadi terdapat bilangan Asli n,sehingga Z(di —ci)<5.

Dengan demikian berlaku

> o(F;lc,d])<=

Karena [c,,d,] dengan k <n, berhingga dan karena F kontinu pada
[a,b] maka F kontinu pada [c,.d,].
Oleh karena itu
o(F;[c,.d]) <eountuk k <nj.
Jadi

Mo

o(F;[c..d]) <

k=

faN

Karena Zw(F;[cn,dn])<§ dan Zoa)(F;[Ck,dk])<oo maka diperoleh
k=1

n=ng

S o(File.d,]) <
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Akan ditunjukkan (ii) maka (iii).
Diketahui F € AC(A) dan

S o(Filc,.d,]) <

Untuk setiap bilangan ¢ >0 terdapat bilangan Asli n, sehingga untuk

setiap bilangan asli n > n, berlaku

> o(Filc,.d])<e.

k=ng

Karena F e AC(A) maka untuk setiap bilangan >0 terdapat bilangan

0>0 dan jika {(Ck,dk)} barisan interval terbuka pada [a,b] dengan

C..d, € A dan Z )< & berlaku

§||F(ck,dk)||x :g”F(dk)—F(ck)”X <e

Karena F kontinu pada [a,b], maka F kontinu seragam pada [a,b], yaitu
untuk sebarang bilangan ¢ >0 di atas terdapat bilangan ¢ >0 dan untuk

setiap x,ye[a,b], X adalah salah satu titik c, atau d,, k=12,...,n

dengan sifat |[x—y| <& berlaku

IF)-Fy)l, <=.
nO
Dibentuk barisan behingga atau tak berhingga selang terbuka {(ak,bk)}
dengan a, € A atau b, € Adan i(bk -a,)<d .
k=1

Diandaikan a, € Adan b, ¢ A.
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Diambil sebarang y € (a,,by)

Jika y € A maka berlaku

§||F(ak,bk)||x =g||F(bk)— F(a)|, <&

Jika y ¢ A maka berlaku

2 [F(b)-F(a), < X o(Fila.bl)<e.

k=ng k=ng

dan

IFb)-F@)], <ni.

0
Dengan demikian

SIFG)-F@)| =3 [Fb)-F@| + X [Fb)-F@)

k>n, X

<2¢.

Akan ditunjukkan (iii) maka (i).
Diketahui untuk setiap bilangan & >0 terdapat bilangan 6 >0 dan jika

{(a,,b,)} barisan interval buka dengan a,eA atau b eA dan

(b,—a,)< & berlaku
=1

n

S IF(5)-F(a)

Akan ditunjukkan bahwa F € AC™(A).

<é€&.
X

Menurut yang diketahui jika a,,b, e Amaka F € AC(A).

Untuk setiap (e, 8,) <(a,.b,) diperoleh
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Sehingga
HF (ﬂn)_ F (an)

(b,)-F(a,)+F(a,)-F(a,)+F(B,)-F(b,)

<[F (b)) =F (@)l *[F (@)= F (@), +[F (8)-F (6.,

X

SIF(A)-F(@)l, < 3JF (0)-F (@), +SIF (a)-F (@),
S IF(8)-F®),

<gE+ET+E
=3¢.
Hal ini berakibat
Z F:[a,.b,])<3¢.

n=1

Jadi F e AC” (A) O

Teorema 6.3.13 Diketahui F :[a,b]— X . Jika F kontinu di ce[a,b]

dan F e AC"(A) untuk suatu Ac[a,b]maka F e AC"(Au{c}).
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Bukti: Diketahui F kontinu di c<[a,b] dan F eAC*(A) untuk suatu
Ac[a,b]. Berarti untuk setiap bilangan ¢ >0 terdapat bilangan ¢, >0
dan &, >0 sehingga jika

Q) {(ai b )} barisan interval buka yang saling asing dengan a,,b. € A

dan Zool(bi —a,) < 6, maka

i=1

0

Za)(F;[ai,bi])<§.
(i) XE(C—i,C—Fi] maka
2 2
&
[F (0)-F ()], <5

Jadi, jika x,y e (C-%,C-ﬁ-%j maka berlaku

[F()=F (9, <IF(x)=F ()], +[F ()-F (v,
Hal ini berarti

Diambil 6 =min{4,,5,}

Maka diperoleh F e AC"(Au{c}). o
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Teorema 6.3.14 Diketahui F :[a,b] — X . Jika F kontinu pada[a,b] dan

F e AC™(A) untuk suatu Ac[a,b]maka F e AC"(A).

Bukti: Diketahui F kontinu pada [a,b] dan F e AC™(A) untuk suatu
A c[a,b]. Berarti untuk sebarang bilangan £ >0 terdapat bilangan 6 >0

dan jika {(a;.h, )} barisan interval buka yang saling asing dengan a,b, € A

dan i(bi —a;) <5 maka

i=1

W F[a,, , —.
i=1

Diambil barisan interval buka {(c.d;)} yang saling asing dengan
c,d e Adan i(di —¢)<J.
i=1

Karena c,,d, € A dengan A interval tertutup dan F kontinu pada [a,b]
maka ada barisan {u, } dan {v, } didalam A sehingga ¢, <u, dan v, <d,

dan

limu, =c.dan limv, =d..

k—0 k—0

Hal ini berakibat
lim F(u, )=F(c;)dan limF (v, )=F(d,),

k—o0 k—o0

Lebih lanjut karena

> (vt )< (-

k=1 i=1

Maka berakibat
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iw(l:;[uik’vik])<

Dengan demikian diperoleh

o0

o(File.d1)= Y lim o(Filu, v,])

i i=1

= Ilmz (F; Uy, vy 1)

k—o0 £

&
<—.
2

Jadi, F eAc*(/S). 0

Berikut ini dibahas fungsi bervariasi terbatas dan kaitannya dengan
fungsi primitif integral Dunford pada [a,b].
Definisi 6.3.15 Diberikan X ruang Banach dan fungsi F:[a,b]— X .

Fungsi F dikatakan bervariasi terbatas pada Aca,b], ditulis

FeBV(A), jika ada bilangan M >0 sehingga untuk setiap barisan

interval buka {(a,,b;)} yang saling asing dengan a,,b, € A maka

SIF @0l =ZIF (b)-F (2], <M

Definisi 6.3.16 Diberikan X ruang Banach dan fungsi F:[a,b]— X .

Fungsi F dikatakan bervariasi terbatas kuat pada Aca,b], ditulis

Fe BV*(A), jika ada bilangan M >0 sehingga untuk setiap barisan

interval buka {(a,b;)} yang saling asing dengan a,,b, € A maka
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in[a b]) <

Teorema 6.3.17 JikaF € AC(A) maka F e BV (A).

Bukti: Diketahui F € AC(A) makauntuk setiap bilangan & > 0 (misalkan

£ =1) terdapat bilangan ¢ >0 dan jika {(Ci,di)} barisan selang terbuka

pada [a,b] dengan c,,d, € A dan Z .

i=1

;”F(Ci,di)nx <e=1.

< S berlaku

Akan ditunjukkan ada ada bilangan M >0 sehingga untuk setiap barisan

interval buka {(ci,di)} yang saling asing dengan c,,d. € A maka

Z::“F(Ci’di)”x :iZi:HF(di)—F(ci)Hx <M.
Pilih M =sup{Z:OI:HF(ci,di)HX,1:ci,o|i c A}.

Jadi ada bilangan M >0 sehingga untuk setiap barisan interval buka

{(c;,d,)} yang saling asing dengan c,,d, € A maka

SIF (008l “ZIF(@)-F ()], <M.

Hal ini berarti F e BV(A). 0

Teorema 6.3.18 JikaF € AC™(A) maka F € BV (A).
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Bukti: Diketahui F e AC"(A) berarti untuk setiap bilangan &>0

(misalkan ¢ =1) terdapat bilangan & > 0dan jika {(ci d. )} barisan selang

terbuka di dalam [a,b] dengan c;,d, € A dan Z ;| —C;) <& berlaku

i=1

a)F[C d]<£ 1
i=1

Pilih M :sup{i“a}(F;[ci,di]),1:ci,di € A}.

i=1
Maka ada bilangan M >0 sehingga untuk setiap barisan interval buka

{(a;,b)} yang saling asing dengan a,,b, € A maka

f}uF[ab]

Jadi, FeBV'(A). o

Teorema 6.3.19 Jika F € BV"(A)maka F e BV (A).
Bukti: Diketahui FeBV™(A) berarti ada bilangan M >0 sehingga

untuk setiap barisan interval buka {(a b)} yang saling asing dengan

a;,b, € A maka

ia) F;la,b])<M.
i=1

Hal ini berakibat

SIF @), “SIF0)-F @),
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sgsup{HF(x)—F(y)Hx :x,yela,bl,i 21}

I
'Mg

I
4N

a)(F;[ai’bi])

IA
<

Jadi, ada bilangan M >0 sehingga untuk setiap barisan interval buka

{(a;,b,)} yang saling asing dengan a,,b; € A berlaku

SIF (a0, <M

Dengan kata lain F € BV (A). O

Berikut ini dibahas generalisasi dari fungsi kontinu mutlak dan fungsi
kontinu mutlak kuat, serta generalisasi dari fungsi bervariasi terbatas dan
bervariasi terbatas kuat kemudian kaitan antar masing-masing.

Definisi 6.3.20 Diberikan X ruang Banach dan fungsi F:[a,b]— X .
Fungsi F dikatakan kontinu mutlak terintlak (Generalized absolutely

continuous) pada Ac[a,b], ditulis FeACG(A), jika ada barisan

himpunan {a,} sehingga

A:LOOJan dan FeAC(a,), Vn.

n=1

Definisi 6.3.21 Diberikan X ruang Banach dan fungsi F:[a,b]— X .

Fungsi F dikatakan kontinu mutlak kuat terintlak (Generalized stricly
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absolutely continuous) pada Ac[a,b], ditulis F € ACG (A), jika ada

barisan himpunan {a,} sehingga

A:Lojan dan F e AC'(a,), Vn.
n=1
Teorema 6.3.22 Jika F € AC(A)makaF € ACG(A).

Bukti: Diketahui F € AC(A). Dibentuk barisan himpunan {a, } sehingga

A:Dan . Karena F € AC(A) dan A:Dan maka F eAC(Oan]. Hal

n=1 n=1 n=1

ini berakibat F € AC(a,), Vn.

Jadi ada barisan himpunan {a,} sehingga

A:Dan dan F e AC(a,), Vn.

n=1

Jadi, F € ACG(A). 0

Teorema 6.3.23 Jika F e AC"(A)maka F e ACG(A).

Bukti: Diketahui F € AC”(A). Dibentuk barisan himpunan {a, } sehingga

A:Dan . Karena F e AC™(A) dan A:Oan maka F e AC*KOanj.
n=1 n=1

n=1

Hal ini berakibat F e AC(a, ), Vn.

Jadi ada barisan himpunan {a,} sehingga

A:Dan dan FeAC’(a,), Vn.

n=1
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Jadi, F e ACG*(A). O

Teorema 6.3.24 Jika F € ACG*(A) maka F € ACG(A).

Bukti: Karena F € ACG™(A) maka ada barisan himpunan {a, } sehingga

A:Dan dan F e AC’(a,), vn.

n=1

Menurut Teorema jika F € AC”(a, ), Vnmaka F € AC(a,), Vn.

Jadi ada barisan himpunan {a,} sehingga

A:Oan dan F € AC(a,), Vn.

n=1

Hal ini berarti F € ACG(A). 0

Definisi 6.3.25 Diberikan X ruang Banach dan fungsi F:[a,b]— X.
Fungsi F dikatakan bervariasi terbatas terintlak (Generalized bounded

variation function) pada A c[a,b], ditulis F € BVG (A) , jika ada barisan

himpunan {a,} sehingga

A=Dan dan FeBV (a,), Vn.

n=1

Definisi 6.3.26 Diberikan X ruang Banach dan fungsi F:[a,b]— X .
Fungsi F dikatakan bervariasi terbatas kuat terintlak (Generalized stricly

bounded variation function) pada Ac[a,b], ditulis F € BVG™(A), jika

ada barisan himpunan {a,} sehingga
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A=|Ja,dan FeBV'(a,), vn.
n=1
Teorema 6.3.27 Jika F € BV (A)maka F € BVG(A).
Bukti: Diketahui F € BV (A), berarti ada bilangan M >0 sehingga untuk
setiap barisan interval buka {(ai,bi )} yang saling asing dengan a,, b, € A

maka
SIF @), “SIFG)-F@)], <M.

Dibentuk barisan himpunan {a, } sehingga A = Uan .Karena F e BV (A)

n=1

dan A=|Ja, maka F e BV (Uan]. Hal ini berakibat F € BV (a,), Vn.

n=1 n=1
Jadi ada barisan himpunan {a,} sehingga
A=|Ja, dan FeBV(a,), vn.
n=1

Jadi, F e BVG(A). 0

Teorema 6.3.28 Jika F e BV™(A)maka F e BVG™(A).

Bukti: Diketahui F € BV™(A). Dibentuk barisan himpunan {a, } sehingga
A=|]Ja,. Karena FeBV'(A) dan A=|Ja, maka Fe BV*(UanJ.
n=1 n=1 n=1

Hal ini berakibat F € BV'(a,), Vn.
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Jadi ada barisan himpunan {a,} sehingga

A=Dan dan FeBV'(a,), Vn.

n=1

Jadi, F e BVG"(A). 0

Teorema 6.3.29 Jika F € BVG™ (A)maka F € BVG(A).

Bukti: Karena F € BVG™ (A) maka ada barisan himpunan {a,} sehingga

A:Dan dan FeBV'(a,), vn.

n=1

Menurut Teorema, jika F € BV™(a,), Vnmaka F e BV (a,), Vn.

Jadi ada barisan himpunan {a,} sehingga

A=Oan dan FeBV(a,),Vn.

n=1

Dengan kata lain F e BVG(A). o

Teorema 6.3.30 Jika f :[a,b]— X terintegral Dunford pada [a,b]
dengan primitif F maka F € BVG[a,b].

Bukti: Diketahui f € D [a,b] maka untuk setiap bilangan &£>0 dan
X e X" terdapat fungsi positif 5 pada [a,b] dan jika Ac[a,b]interval
tertutup dan D ={(D,,%),(D,,%,),...(D,,X,)} partisi tagd —fine pada A

berlaku

n

> X (f(x)a(D)-F(Dy)) <&

i=1
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atau
> X f (x)a(D) - X F(A)| <z .

Misalkan diambil & =1 dan §(x) <1serta HXHX <1.

Dibentuk himpunan A, adalah himpunan semua
X e[a+ﬂ,a+l]m[a, b]  sedemikian  hingga | f(x)|, <ndan
n n

Losm<t
n n-1

Diperoleh bahwa [a,b] = 0 A, .

i=1
n=2

Diambil sebarang himpunan interval tertutup {[ak,bk]} yang tidak saling
tumpang tindih dengan a,,b, € A, untuk setiap k .

Diperoleh {(ak,[ak,bk])} adalah partisi Perron & -fine K — sistem di dalam
[a,b].

Sehingga

e

) iF([ak,bk])—f(ak)(bk—ak)+f(ak)(bk—ak)

k=1

<[]

X

)| I, quak

<[] gF [a,.b,])- f @) (b ~2a,)

D> XF(la,.b1)-xf(a) (b -a,)

el 3 faoe -

X
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<1+n(b-a).

Hal ini menunjukkan bahwa F e BV (A, ).

Jadi ada barisan himpunan {A;} sehingga [a,b] = 0 A, dan F e BV (A;)

i=1
n=2

Jadi F e BVG[a,b]. o

Akibat 6.3.31 Jika f € D [a,b] dengan primitif F maka ada barisan

himpunan {A;} sehingga [a,b]=LOOJAni dan FeBV(A;),vni. o

i=1

n=2
Teorema 6.3.32 Jika f € D, [a,b] dengan primitif F maka F € BV[a,b].
Bukti: Karena f < D[a,b]dengan primitif F maka menurut Akibat 6.3.31

ada  barisan  himpunan  {A;}  sehingga [a,b]=DA1i dan
i=1

n=2

FeBV(A,) Vn,i.Karena F eBV(A;),Vn,i dan [a,b]=0Ani maka

i=1
n=2

berakibat F € BV[a,b]. m

Teorema 6.3.33 Jika feD/[ab] dengan primitif F maka
F e ACGJ[a,b].
Bukti: Diketahui f  D[a,b] maka untuk setiap bilangan &£>0 dan

x e X" terdapat fungsi positif 5 pada [a,b] dan jika Ac[a,b]interval
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tertutup dan Q:{(Dl,><1),(D2,x2),...,(Dn,xn)} partisi tag o —fine pada A

berlaku

> X (f()a(D)-F(D))

&
<=

2
atau

£
<—.
2

X f (x)a(D) - X F(A)

Misalkan diambil 5(x)51daon*HX <1,

Dibentuk himpunan A, adalah himpunan semua

XG[a+ﬂ,a+l]m[a,b] sedemikian ~ hingga  ||f(x)], <ndan
n n

st

n n-1

Diperoleh bahwa [a,b] = 0 A, .

i=1
n=2

Diambil sebarang himpunan interval tertutup {[ak,bk]} yang tidak saling
tumpang tindih dengan a,,b, € A, untuk setiap k .

Diperoleh {(a,,[a,,b,])} adalah partisi Perron & -fine K — sistem di dalam
[a,b], yang berakibat bahwa {(a,.[a,.h])} merupakan partisi tag & -fine

K —system di dalam [a,b].
Sehingga

HZ F ([a.b,))

<], [ F a0

X
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<[], Hi F([a,.b])- f (@) (b —a,)+ f () (b, —a,)

X

)+, quak

<|x], HZF ([a.,b])- f (&) (b —a,)

<

ix*F([ak,bk]) X f(a,)(b —2a) ‘x H HZf(ak

X
<= +nz — 3, ).

Pilih 7 <

dan Z « —a ) <77, maka diperoleh

2n(b a)

2 F(la.b])

k=1

b—
<2+n( a)n

<eg.

Ini berarti F e AC(A,).

Jadi ada barisan {A;} sehingga [a,b] = OAﬂ dan F e AC(A,), Vn,i.

i=1
n=2

Dengan kata lain F € ACG[a,b]. o

Akibat 6.3.34 Jika f € D [a,b] dengan primitif F maka ada barisan

himpunan {A,} sehingga [a,b]:EOJA1i dan FeAC(A,).vn,i. o

i=1
n=2

Teorema 6.3.35 Jika f € D, [a,b] dengan primitif F maka F € AC[a,b].
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Bukti: Karena f € D [a,b]dengan primitif F maka berdasarkan Akibat

6.3.34 ada barisan himpunan {Aﬂ} sehingga [a,b]:EOJA1i dan

i=1
n=2

FeAC(A;). vn,iJadi FeAC[a,b]. =

Selanjutnya dikaji fungsi kontinu, kontinu lemah, dan hubungannya.
Definisi 6.3.36 Fungsi F :[a,b] > X dikatakan kontinu (kontinu kuat) di

c €[a,b] jika

lim

X—C

F(x)—-F(c)|, =0.
Sedangkan fungsi F :[a,b] — X dikatakan kontinu lemah di ¢ €[a,b] jika

lim

X—C

x*F(x)—x*F(c)‘:O,

untuk setiap X" e X"

Jika fungsi F :[a,b] — X kontinu di setiap titik c [a,b], maka fungsi F
dikatakan kontinu (kontinu lemah) pada [a,b].

Jika fungsi F :[a,b]— X kontinu lemah di setiap titik c €[a,b], maka

fungsi F dikatakan kontinu lemah pada [a,b].

Teorema 6.3.37 Jika fungsi F kontinu di ce[a,b], maka fungsi F
kontinu lemah di c €[a,b].

Bukti: Diketahui fungsi F kontinu di c [a,b], berarti
F(x)=F(c)|, =0.

Untuk setiap x” e X", diperoleh

lim

X—C
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Hx* lim

X—C

F (X)_ F (C)Hx =0
X|IF()-F (e, =0

x*F(x)—x*F(c)‘zo.

< lim

X—>C

< lim

X—>C

Hal ini berarti fungsi F kontinu lemah di c €[a,b]. O

Teorema 6.3.37 sebaliknya belum tentu berlaku, artinya setiap fungsi yang
kontinu lemah belum tentu kontinu. Seperti pada contoh berikut.
Contoh 6.3.38 Didefinisikan fungsi F :[0,1] - L, oleh

0, x#=,x€[0,1],neN
n

Fungsi F kontinu lemah di 0<[0,1], yaitu untuk setiap x” e X~ berlaku

(3

Iim‘x*F(x)—x*F(O)‘:O.

x—0

Akan tetapi fungsi F tidak kontinu di 0€[0,1], karena

F(%)—F(O)

Akibat Teorema 6.3.8 berdasarkan Teorema 6.3.37 sebagai berikut.

=1,

L

sehingga

=1+0.

L

lim

x—0

Akibat 6.3.39 Jika f € D [a,b] dengan fungsi primitif F maka F kontinu

lemah pada [a,b]. ©
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BAB 7

Kekonvergenan dan Perluasan Harnack Integral Dunford

Bab ini membahas syarat cukup agar limit barisan nilai integral suatu
fungsi terintegral Dunford sama dengan limit barisan fungsi tersebut. Oleh
karena itu, diperlukan beberapa pengertian terkait kekonvergenan barisan.
Kemudian dibahas perluasan Harnack dan Sifat Cauchy dari integral
Dunford.

7.1 Kekonvergenan Integral Dunford

Berikut ini beberapa konsep kekonvergenan yang mendasari dalam

pembahasan teorema kekonvergenan.

Definisi 7.1.1 Diberikan X ruang Banach, interval tertutup [a,b]c R,

dan fungsi f,:[a,b]—> X untuk setiap neN. Barisan fungsi {f }
dikatakan konvergen ke fungsi f di xe[a,b] jika barisan {f,(x)}

konvergen ke f(x), yaituada f(x)e X dan untuk setiap bilangan & >0

terdapat bilangan asli n, = n, (s, x) sehingga jikan > n, berlaku
|| f.(x)—f (x)||X <&g.
Jadi { f,} konvergen di x e[a,b] sama saja { f,(x)} konvergen.

Jika barisan fungsi {f,} konvergen di setiap xe[a,b] maka {f }

dikatakan konvergen pada [a,b].
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Definisi 7.1.2 Diberikan X ruang Banach, interval tertutup[a,b]c R,

dan fungsi f, :[a,b] > X untuk setiap ne N ..

(i) Barisan fungsi {f } dikatakan konvergen lemah ke fungsi f di titik
x €[a,b] jika barisan vektor {f (x)} konvergen lemah ke f (x) e X,
yaituuntuk setiap bilangan £ >0dan x" e X" terdapat bilangan asli
n, =N,(&,X,X) sehingga jika n>n, berlaku

‘x* f,(x)-xf (x)‘ <g.

(if) Barisan fungsi {f,} dikatakan konvergen lemah ke fungsi f pada
[a,b] jika untuk setiap x e[a,b] dan setiap bilangan £ >0, x" e X~
terdapat bilangan asli n, =n,(&,x,x") sehingga jika n>n, berlaku

‘x’*fn (x)-xf (x)‘ <e.

(ii1) Barisan fungsi {f } dikatakan konvergen lemah seragam ke fungsi f
pada[a,b] jika untuk setiap bilangan & >0 terdapat bilangan asli
n, =N,(&) sehingga jika n>n, berlaku

‘x* f,(x)-Xx"f (x)‘ <e

untuk setiap x e[a,b] dan x" e X".

Definisi 7.1.3 Barisan fungsi {f.} dikatakan naik monoton lemah pada
[a,b] jika untuk setiap x" e X” barisan {x" f } naik monoton, yaitu jika
berlaku X f, (X)< X f,,,(X) untuk setiap x e[a,b],x" e X", dan neN.

Sedangkan barisan fungsi {f } dikatakan turun monoton lemah pada
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[a,b] jika untuk setiap x" e X” barisan {x f } turun monoton, yaitu jika

berlaku X f, (x)>x f,,; (x) untuk setiap x [a,b], X" e X", dan neN.

Barisan naik monoton lemah atau turun monoton lemah disebut barisan

monoton lemabh.

Selanjutnya diberikan X ruang Banach, interval tertutup[a,b]= R,
dan fungsi f, f :[a,b] > X untuk setiap n e N . Jika fungsi f, terintegral
Dunford pada [a,b] untuk setiap bilangan asli n dan barisan fungsi {f,}
konvergen lemah ke fungsi f pada interval tertutup Ac[a,b], akan
ditunjukkan beberapa kondisi yang menyebabkan f terintegral Dunford

pada [a,b] dan

Berikut ini adalah teorema-teorema kekonvergenan pada integral
Dunford.

Teorema 7.1.4 (Teorema Kekonvergenan Seragam) Diberikan X
ruang Banach,interval tertutup[a,b]= R, fungsi f,f, :[a,b] > X dan
f. € D [a,b] untuk setiap bilangan asli n. Jika barisan fungsi {f,}

konvergen lemah seragam ke fungsi f pada interval tertutup Ac[a,b]

maka f e D [a,b] dan
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Bukti: Diberikan A <[a,b] sebarang interval tertutup.

Diketahui bahwa barisan fungsi {f .} konvergen lemah seragam ke fungsi
f pada interval tertutup Ac[a,b] berarti untuk setiap bilangan ¢ >0
terdapat bilangan Asli n, =n,(¢) sehingga jika n>n, berlaku

&

‘X*f"(x)_x*f(x)‘<m

(7.1)

untuk setiap x e[a,b] dan x" e X".

Fungsi f, €D, [a,b] untuk setiap bilangan asli n, berarti untuk &>0
tersebut di atas, setiap x e X", dan setiap interval tertutup A c[a,b]
fungsi x f_terintegral Lebesgue ekuivalen terintegral McShane pada A.
Jadi terdapat fungsi positif o, pada [a,b]sehingga untuk A < [a,b]di atas,
D ={(D,x)}dan & ={(D,x)} masing-masing sebarang partisi McShane
o, -fine pada A berlaku

DY X' f, (x)a(D) =X , (x)

xeA

&
<_
4

dan

DY X' f (X)a(D)-2D X f,(x)a(D)

xeA xeA

&
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Berdasarkan (7.1) dan (7.2), Jika D ={(D,x)} dan #={(D,x)} sebarang

pertisi McShane ¢, -fine pada A diperoleh

DY X' f(x)a(D)-2D X'f (x)a(D)‘

xeA xeA

<D x'f (x)a(D)—fDZx*fn(x)a(D)‘

xeA xeA

xeA xeA

+ Q)Zx*fn(x)a(D)—ﬂ’Zx*fn(x)a(D)‘

+HPD X, (X)a(D)—PD X" (x)a(D)‘

xeA xeA

& &
——— 9> a(D — 5
“4a(A)+1 2,(B)+g+ 4a(A)+1 72,(D

XeA xeA

4a(i)+la(A)+%+4a(2)+1a(A)

<¢g.

Jadi fungsi x” f terintegral McShane (Lebesgue) pada A dan untuk setiap

interval tertutup A —[a,b] di atas terdapat vektor x(*”; n € X" sehingga

Dengan kata lain f € D, [a,b].

151



Kelorwergeman & Perbussan Harrack

Selanjutnya karena f e D, [a,b] maka untuk setiap x” e X~ dan sebarang

interval tertutup Ac[a,b]di atas, fungsi x f terintegral Lebesgue
(McShane) pada A. Berarti untuk setiap bilangan & >0 tersebut di atas
terdapat fungsi positif &' pada A sehingga jika @={(D,x)} partisi
McShane o '-fine pada A berlaku

@y X't (x)a(D)=x; 4 (X) <%.

xeA
Dipilih 6™ (x)=Min {3, (x),&"(x)} untuk setiap x < [a,b].

Diperoleh fungsi positif &  pada [a,b].Jadi untuk interval tertutup
Acla,b] dan jika 9" ={(D,x)}partisi McShanes”-fine pada [a,b]

didapat

X (X)-22XF, (x)a(D)‘

XeA

+HDD X f (X)a(D)-D D X' f (x)a(D)‘

xeA xeA
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<¢€.

Dengan kata lain

untuksetiap x” e X .

Jadi,

Teorema 7.1.5 (Teorema Kekonvergenan Monoton) Diberikan X

ruang Banach,interval tertutup[a,b]c R, fungsi f,f :[a,b] > X dan

f. € D,[a,b] untuk setiap bilangan asli n. Jika

(i) barisan fungsi { f,} monoton lemah pada A,
(i) barisan {f,} konvergen lemah ke fungsi f pada A, dan
(iif) lim x; (x") untuksetiap x” < X “adadanberhingga,

maka f e D [a,b] dan

untuk setiap interval tertutup A c[a,b].

Bukti: Dibuktikan untuk barisan fungsi {f,} yang naik monoton lemah

pada A .Diberikan sebarang bilangan &£ >0 dan sebarang interval tertutup

AcJa,b]. Barisan fungsi {f } konvergen lemah ke fungsi f pada
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Ac[a,b], berarti untuk bilangan & >0 di atas dan untuk setiap x e X~
dan xe[a,b], terdapat bilangan asli m, = mo(g, x*,x) sehingga jika
n>m, berlaku

&

‘x*fn(x)—x*f (x)‘<m.

Fungsi f, €D, [a,b] untuk setiap bilangan asli n, berarti untuk setiap

x e X" dan interval tertutup Ac[a,b]fungsi x f_terintegral Lebesgue
(McShane) pada A, yaitu untuk setiap bilangan & >0 tersebut di atas
terdapat fungsi positif o, pada [a,b] sehingga jika .‘D:{(D,x)} sebarang

partisi McShane o, —fine pada A berlaku

Q)Zx*fn(x)a(D)—x(*:mA)(x*) -

xeA

DY X'f, (x)a(D)—(H)[X'f, <§.

XeA A

Karena barisan fungsi {f,} naik monoton lemah pada A maka untuk
setiap X e X" barisan  {x'f,} naik monoton pada A, yaitu
X f,.(x)<xf,.(x) untuk setiap xe Ac[a,b]. Karena f, eD[a,b],

maka untuk setiap x e X" dan interval tertutup Ac[a,b]fungsi X f,

terintegral Lebesgue pada A sehingga

Akibatnya
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Hal ini berarti barisan {(L)Ix fn} naik monoton pada A.

A

Karena barisan {(L)Ix fn} naik monoton dan untuk setiap x" e X dan

A

interval tertutup A [a,b] dan lim x; (") untuk setiap X" € X *ada dan

berhingga, maka {(L)Ix fn}konvergen, katakan ke L, sehingga
A

lim x(*’;nyA)(x*): lim (L)jx*fn -1,

n—o
A

Jadi untuk sebarang bilangan &£>0 di atas terdapat bilangan asli

n, =N, (¢,X") sehingga jika n>n, berlaku

(L)jx*fn—L0

&
<—.
4

Dipilih m*(g, x*,x):maks{no(g, x*),m0 (g, x*,x)}
Dibentuk fungsi positif o6 pada [a,b] dengan rumus

5(x)= S o0 (x) untuk setiap x [a,b] dan X" e X".

155



Kelorwergeman & Perbussan Harrack
Dengan  demikian untuk interval tertutup Ac[a,b]dan jika
Qz{(Dl,xl),(Dz,xz),...,(Dn,xn)} partisi McShaneo —fine pada A

berlaku

23X t(x)a(D)-L|

XeA

<

DY X't (x)a(D)-DD xf . (x)a(D)‘

xeA xeA

+HDY X . (x)a(D)—(H)J.x*fm*

XxeA A

Hal ini berarti x"f terintegral McShane (Lebesgue) pada A dan terdapat

x{’f"A) e X7 sehingga
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Jadi f € D [a,b] dan

*k

X (X)) =L atau X7, (x)=limx (X))

n—oo

untuksetiapx” e X .

Karena berlaku untuk setiap x” € X”, maka

- lim x,

Xir.ay = )M X -

Teorema 7.1.6 (Lemma Fatou) Diberikan X ruang Banach, interval
tertutup [a,b]c R, fungsi f,f :[a,b] > X danf €D [ab] untuk

setiap bilangan asli n. Jika untuk setiap interval tertutup A — [a,b] barisan
{f,} konvergen lemah ke fungsi f pada A dan x f (x)>0 hampir di

mana-mana pada Auntuk setiap n dan untuk setiap x e X~ maka
f € D [a,b] dan

X a0 (X)< lim inf X5 (X).

Bukti: Diambil sebarang interval tertutup A c[a,b].

Untuk setiap ne N dan x” e X" didefinisikan fungsi g, : Ac[a,b] > X

oleh

X'g, (x)=inf {x"f, (x)} untuk setiap x € Ac[a,b].

k>n
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Diperoleh bahwa barisan {x*gn} naik monoton pada A untuk setiap

X" e X", artinya bahwa barisan {g,} naik monoton lemah pada A.
Untuk setiap ne N diperoleh
X'g,(x)<xf (x)

untuk setiap x e A Karena X f, (x)>0h.d pada A maka X'g,(x)=0h.d

pada A.

Lebih lanjut untuk setiap interval tertutup Ac[a,b] dan x e X~

diperoleh

Iim(L)J‘x*gnélim(L)Ix*fn e limx (X)) <limx (X)),
A A

nN—o0 nN—o0 nN—oo ( ! nN—o0 (fn'A

Karena barisan {x'g, | naik monoton, dan barisan {x"f, | konvergen ke
fungsi x f untuk setiap x” e X~ maka barisan {x*gn} konvergen ke x f
untuk setiap x” e X". Jadi barisan fungsi {x"g, } konvergen ke fungsi x" f
untuk setiap x” e X". Hal ini berarti barisan {g,} konvergen lemah ke

fungsi f. Karena Iim(L)J‘x”gn ada maka menurut Teorema
A

nN—oo

Kekonvergenan Monoton diperoleh f € D, [a,b] dan untuk setiap interval

tertutup A —[a,b] diperoleh

Ko () =lim ) (x7) <tim inf G ) (7).

Jadi
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X5 (X)< lim inf X5 4 (X)

untuk setiapx” e X .

Dengan demikian,

<liminf x7 .

n—o0

X**

(f.) -

Akibat dari Lemma Fatou ini diperoleh Teorema Kekonvergenan

Terdominasi Lebesgue yang disajikan sebagai berikut.

Teorema 7.1.7 (Teorema Kekonvergenan Terdominasi Lebesgue)
Diketahui fungsi f,g, f, :[a,b] > X dang, f, €D [a,b] untuk setiap
bilangan asli n. Jika

(i) barisan fungsi ( f,) konvergen lemah ke fungsi f pada [a,b],

(i) ‘x*fn(x)‘s X'g(x) untuk setiap ne N, x e X", dan xe[a,b]

maka f e D, [a,b] dan

untuk setiap A c[a,b]interval tertutup.

Bukti: Diberikan A <[a,b] sebarang interval tertutup.

Barisan fungsi (fn) konvergen lemah ke fungsi f pada [a,b] berarti
barisan fungsi (fn) konvergen lemah ke fungsi f di setiap xe[a,b],
yaitu untuk setiap bilangan £>0, xe[a,b], dan x e X" terdapat
bilangan asli n, =n, (g,x*,x) sehingga jika n>n, berlaku
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‘x*fn(x)—x*f(x)‘<g

atau
X f,(X)—e<xXf(x)<xf,(X)+e.

Diketahui bahwa

X f (x)‘ <X'g(x)
Diperoleh

—X'g(x)<x f (x)<xg(x)
Akibatnya

Xg(x)-x f,(x)=x(g—f,)(x)=0.
Karena barisan fungsi (x* fn) konvergen ke fungsi x f pada [a,b]untuk
setiap x e X~ maka barisan fungsi (x*(g— fn)) konvergen ke fungsi
X (g—f) pada [a,b], artinya barisan fungsi (g - f,) konvergen lemah
ke fungsi g—f pada [a,b]. Akibatnya barisan ((L)jx*(g —f )J

A

terbatas untuk setiap ndan x" e X".

Dengan demikian menurut Lemma Fatou diperoleh g — f € D[a,b] dan

x(:_fyA)(x*)sliminf ngfn’A)(x*).

N—oo
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Karena —-xg(x)<x f(x)<x'g(x) untuk setiap xeE c[a,b] dan
X e X dan karena g € D[a,b] maka f D [a,b] dan

0< X(*;,A) (X*) - X(*:,A)(X*) = X(*;,f A) (X*)

<liminfx’ , , (x)

n—oo

=lim inf{x(";A)(x*)—xa’A)}

n—oo

—lim inf {(L)J;x*g+(L)£X*(—fn)}

n—oo

=lim inf (L)[x'g + lim inf (L) [x"(-f,)

n—oo n—o

:(L)Jx*g — lim sup(L)J.x*fn

n—w A

= x(*;A)(x*)— lim sup x(*:n]A)(x*)

Didapat

lim sup x(”f’n’A)(x*) < x(*:’A)(x*)

N—o0

Selanjutnya

Xg(x)+x f (x)=x(g+f )(x)>0.

Karena barisan fungsi (x* fn) konvergen ke fungsi x f pada [a,b]untuk

setiap x e X" maka barisan fungsi (x*(g+ fn)) konvergen ke fungsi
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X (g + f) pada [a,b]. Oleh karena itu barisan ((L)Ix*(g + fn)] terbatas
A

untuk setiapndan x e X"

Menurut Lemma Fatou diperoleh g + f € D[a,b] dan

x(*;f'A)(x*)éliminf x(:”n‘A)(x*).

N—oo

sehingga
0< X(*;,A) (X*) + X(*:,A)(X*) = X(:+f 'A)(X*)

<lim inf x_  ,(X)

N—o0

=1lim mf{ (x)+fo(x)}

n—oo

= lim inf{(L)ij*g+(L)£x*fn }

nN—oo

=lim inf ( jx g + liminf (L)J' f
A

n—oo n—ow

jx g+ I|m|nf J'x f,

=X:;A)(X*)+ lim inf x;:mA)(x*)

Didapat

lim inf X}, (X) 2x} , (X)

n—o0
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Dengan demikian diperoleh

lim sup x(*;yA)(x*) < x(*;yA)(x*) < lim inf xﬁn'A)(x*) &

n—oo n—o

x(”;’A)(x*)z lim x;:n‘A)(x*). O

nN—oo

Teorema 7.1.8 (Teorema Kekonvergenan Terbatas) Diberikan X

ruang Banach, interval tertutup[a,b]< R, fungsi f, f, :[a,b]—> X, dan
f. e D [a,b] untuk setiap bilangan asli n. Jika untuk setiap interval
tertutup A c[a,b] barisan fungsi { f,} konvergen lemah ke fungsi f pada
A dan ada bilangan M >0 sehingga |x"f,(X)|<M untuk setiap

neN,x e X", dan xe A maka f e D [a,b] dan

X1 a= lIm X7

N—o0

Bukti: Diberikan sebarang interval tertutup A < [a,b].

Diambil X'g(x)=M >0, M eR untuk setiapxe A. Karena barisan
fungsi {f,} konvergen lemah ke fungsi f pada A dan
X'f,(x)|<X'g(x)=M untuk setigp neN,x"eX",danxeA maka
berdasarkan Teorema Kekonvergenan Terdominasi Lebesgue diperoleh

f € D [a,b] dan

X1 = lIm X7 .

N—o0
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= lim x; -

Jadi f e D [a,b] dan x(*:A

A) =

nN—o0

7.2 Perluasan Harnack dan Sifat Cauchy Integral Dunford

Berikut ini dibahas perluasan Harnack dan Sifat Cauchy dari integral
Dunford pada [a,b].

Teorema 7.2.1 (Ekstensi Harnack) Diberikan fungsi f :[a,b]— X .

Himpunan B tertutup di dalam [a,b] dan {A}L barisan himpunan

sederhana yang tidak saling tumpang tindih sehingga UA =[a,b]-B.

i=1

Jika f eD(B) dan f e D(A )untuk setiap i dengan

untuk setiap x € X" dan Ae[a,b], maka f € D[a,b] dan
(D)[f=(D) | fz+X(D)[f.
A [a.b] i=1 A

Bukti: Diambil sebarang bilangan ¢>0. Karena f e D(B) maka f
terintegral McShane pada B, yaitu terdapat fungsi positif &, pada B
sehingga untuk setiap partisi tag (McShane) &,-fine M, ={(M,x)} pada

B berlaku

(M) Y X T (e (M) —(M) [X'f <§,

B

untuk setiap x e X"
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Karena f e D(A) maka untuk setiap i dan bilangan £>0 di atas
terdapat fungsi positif o, pada A sehingga untuk setiap partisi tag o, -fine

M ={(M,x)}pada A berlaku

‘(M)zx*f(x)a(m)_(m)jx*f <%.
A
Kemudian karena diketahui bahwa i(L)J'x*f <o, maka untuk setiap
i=1 A

bilangan &>0 di atas terdapat bilangan asli N sehingga untuk setiap
i >N berlaku

S(L)[xfl<=.

i>N A

Dibentuk fungsi positif 6 pada [a,b], yaitu

5(x) =

[’e]

min {3, (x), 8., (¥}, xe [ J A k=123,..

Oleh karena itu, untuk setiap interval tertutup A c[a,b] dan partisi tag o

-fine M ={(M,x)} pada A berlaku

‘(.M)Zx*f (x)a(M )—((L)'B[x*f +Z(L)J.x*f}

i>N A

< +

(M) D X f(X)a(M )—(L)J'x*f

A
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S (M) T (x)a(M)-3 (L) [x'f

i=1 i<N A

+Z(L)jx*f

i>N A

E € ¢
<=+—+—<g¢.
4 4 4

Hal ini berarti x"f terintegral McShane pada [a,b] yang ekuivalen x"f
terintegral Lebesgue pada [a,b] dan untuk setiap interval tertutup

A c[a,b] terdapat vektor XE?A) e X7 sehingga
)= (O T BT

untuk setiap x e X".

Dengan kata lain, dan f e D[a,b] dan
() =X T+ E O[T

untuk setiap x e X"
Jadi, untuk setiap x e X "diperoleh
Xin=(D) [ frg+>(D)[f.
[a.b] =1 A
Hal ini ekuivalen dengan

(©)f£=(0) [ 2+ 3:(0)]

f.
Ai

Teorema 7.2.2 (Sifat Cauchy) Diketahui A dan A° berturut-turut

menyatakan himpunan semua titik limit A dan himpunan semua titik

dalam A.Jika f e D(A’) untuk setiap A = A’ dan
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QD
o
o
3
QD
=~
QD
—
m
O
—_
>
N
o
Q
>

Bukti: Diambil sebarang bilangan £>0 dan X" e X”. Karena f e D(A)

untuk setiap A — A°, maka terdapat fungsi positif 5, pada A sehingga
untuk setiap partisi tag o, -fine 4 ={(M,x)} pada A berlaku
(M) XX T (¥)ar(M)~(L) [ F| <
)

Diketahui bahwa

|im(D)jf:i(D)jf

A>A
1= A

ada, maka berarti untuk setiap bilangan &£ >0 dan x" e X~ di atas terdapat

bilangan 77 >0 sehingga untuk A'< A° dengan «(A—A')<n berlaku

&
<—.
4

(IFY _é(L)ij*f

Untuk sebarang bilangan & >0 dan x" e X~ di atas dibentuk fungsi positif

o pada A, yaitu
min{51(x)}, XeA

o(x)= min{@( #} xg A

) 4‘x*f (x)‘+1
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Diambil sebarang partisi tag &-fine M =M UM, ={(M,x)} pada A

dimana J partisi yang terkait x e A dan J, partisi yang terkait x ¢ A'.
Diperoleh

0

(ST K (x)er(M)= S (L) X'

i=1 A

0

(UML) S X f () (M)- (L) X f

< () T () (M)~(1) [ 1|+

O] =3[ X |+ M) Z Xt (a(M)
<TI0 Za(m)
£§+x*f(x)‘m

Hal ini berarti x f terintegral McShane pada A yang eukivalen X f
terintegral Lebesgue pada A sehingga terdapat vektor x(*:’A) e X” dan

berlaku

Jadi, f e D(A) dan
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BAB 8
Operator Integral Dunford

Dalam kalkulus diberikan himpunan semua bilangan real R dan
fungsi bernilai real pada R . Jelas bahwa untuk sebarang fungsi tersebut
memetakan setiap anggota dari R ke R. Di dalam analisis fungsional,
digunakan ruang umum seperti ruang vector, ruang metrik dan ruang
bernorma. Bagitu juga untuk fungsinya memetakan pada ruang tersebut.

Pada bab ini dibahas operator linear terbatas yang merujuk pada
operator kompak dan operator kompak lemah. Selanjutnya dikaji operator
yang bekerja pada ruang fungsi yang terintegral Dunford.

8.1 Operator Linear Terbatas

Pada kasus ruang vector (atau disebut ruang linear), khususnya ruang
bernorma, pemetaannya disebut operator. Jadi, operator adalah pemetaan
dari ruang vector ke ruang vector. Yang menarik adalah operator yang
mempertahankan dua operasi aljabar ruang vector.

Berikut ini dibicarakan operator linear, operator terbatas, operator
adjoint, dan operator kompak, serta operator kompak lemah beserta sifat-
sifatnya.

Definisi 8.1.1 Operator linear T adalah operator sedemikian sehingga

() Domain D(T) dari T adalah ruang vector dan range R(T) berada

pada ruang vector atas lapangan yang sama.

(i) Untuk setiap x,y € D(T) dan scalar «,
T(x+y)=T(x)+T(y)

T (ax) =al (X)
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Notasi Tx dalam arti T (x), notasi D(T ) menyatakan domain dari T dan
R(T) menyatakan range/ daerah hasil dari T. Sedangkan N(T)

menyatakan ruang null (kernel) dari T, yaitu untuk setiap X e D(T)

berlaku Tx=46.
Ruang null N (T ) merupakan ruang linear, yaitu untuk seiap x,y e N(T)
dan scalar «, € R berlaku
T (ax+By)=aT (x)+ AT (y)
=0+6
=60.
Hal ini berarti ax+ Ay e N(T).Jadi, N(T) ruang linear.

Misalkan D(T)< X dan R(T)cY dengan X dan Y dua ruang linear
atas lapangan R. Maka T adalah operator dari D(T) ke R(T), ditulis
T:D(T)>R(T),
Atau dari D(T) ke Y, ditulis
T:D(T)>Y.
Jika D(T) adalah seluruh ruang X , maka ditulis

T:X->Y.
Jika X =Y , maka operator T disebut operator pada X .

Formula pada Definisi 8.1.1 menyatakan bahwa operator linear T adalah
homomorphism dari ruang vector ke ruang vector lainnya, yaitu T
mempertahankan dua operasi pada ruang vector.

172



Operaten Integpal Dunford

Misalkan X,Y dua ruang vector. Operator identitas (identity operator)

| : X —> X didefinisikan oleh
IX=X,

untuk setiap xe X .

Sedangkan operator nol (zero operator) 8: X —Y didefinisikan oleh
ox=40,

untuk setiap xe X .

Misalkan C[a,b] menyatakan koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b].

Operator linear pada integral T pada C[a,b] dapat didefinisikan oleh

Tx(t):jx(s)ds.

Definisi 8.1.2 Diberikan dua operator T, dan T, dari ruang vector X ke

ruang vector Y atas lapangan yang sama R . Didefinisikan operasi
(i) (T,+T,)(x)=T,(x)+T,(x), vxe D(T,)nD(T,),

(i) (aT,)(x)=aT,(x), YxeD(T,) dan scalar «, dan

(i) (T,T,)(x)=T,(T,(x)), ¥xe D(T,T,)={xe D(T,):T,(x) e D(T,)}.

Definisi 8.1.3 Operator T dari ruang linear X ke ruang linear Y

dikatakan injektif (satu-satu) jika untuk setiap x,ye X dengan
T(x)=T(y) berakibat x=y.
Ekuivalen, untuk setiap x,y € X jika x =y berakibat T (x)=T (y).

Operator linear T injektif jika dan hanya jika T (x)=6 berakibat x=6.
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Sifat injektif ini menjamin adanya invers operator.
Jika T:D(T)— R(T) injektif, maka T operator dari R(T) ke D(T),
yaitu didefinisikan oleh
TH(y)=x < T(x)=y, D(T*)=R(T).
Jelas bahwa,

THT(x))=x, vxeD(T)

T(T(y))=y, vyeR(T).

Teorema 8.1.4 Jika T:X —Y operator linear injektif, maka
T':Y — X merupakan operator linear.

Bukti: Karena T:X —Y operator linear injektif maka T(x)=6

berakibat x =6 . Misalkan T (x,) =T (X,) maka
T(%—%)=T(x)-T(x,)=6-60=0,

sehingga x, —x, = 6. Jadi, T ada.

Jika T ada, maka T (x,) =T (x,) berakibat x, = x, . Ambil x, =6, maka

T (x,)=0 berakibat x, =6 .

Diambil sebarang x,, X, € X , diperoleh
T(x)=y,dan T(x,)=Y,.

Ekuivalen T (y,)=x, dan T (y,)=X,.

Karena T linear, maka untuk sebarang scalar «, # € R berlaku
ay, + By, =aT (%) + BT (%) =T (ax +5%,).

Karena T~ (y,)=x dan T™(y,)=X, maka
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T_l(ayl+ﬁyz):ax1+ﬂxz :aT_l(y1)+ﬂT_l(y2)'

Jadi, T linear. 0

Lemma 8.1.5 Diketahui operator T:X —Y dan operator S:Y »>Z
operator bijektif dengan X,Y,Z ruang linear. Invers (ST)":Z — X ada
dan

(ST) =TS
Bukti: Karena operator T:X —Y dan operator S:Y —Z operator
bijektif, maka operator ST : X — Z operator bijektif, yaitu injektif dan
surjektif. Jadi, inversnya (ST)fl ada.
Oleh karena itu,

ST(ST) =1,
dengan | adalah operator identitas.
Lebih lanjut dengan S™'S =1 diperoleh

STIST(ST) =IT(ST) '=T(ST) =S =57,
Karena T~'T = sehingga didapatkan

THT(ST) '=1(ST) " =T7s.

Jadi, (ST) ' =T7's™. 0

Definisi 8.1.6 Diberikan X dan Y dua ruang bernorma. Operator linear

T: D(T)—)Y dikatakan terbatas jika ada bilangan real M >0 sehingga

untuk setiap x € D(T) berlaku

[T Coll< M 4.
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Operator linear terbatas memetakan himpunan terbatas di D(T) ke

himpunan terbatas di Y .

Lemma 8.1.7 Diketahui T : X —Y operator linear terbatas, maka

IT| :sup{HT (X)]:xe X, || :1} .

Bukti: Untuk x=6¢, maka katakana |x|=a. Misalkan y=1x¢9
a

diperoleh ||y||=‘§x =é||x||:l. Karena T linear maka

1
Il =sup 21T (9 xe X} =1
s {H xEx,||x||:1}
=sup{[T(y)|:yexyl=1}. o

Operator identitas 1:X — X pada ruang bernorma X ¢{9} adalah

operator terbatas dengan ||I{|=1.

Sedangkan operator null (zero operator) 8: X —Y pada ruang bernorma

X adalah operator terbatas dengan ||6]|=

Didefinisikan operator integral T : C[0,1] — C[0,1] oleh
1
y=T(x) dengan y(t _[ k(t
0

di mana k(t,s) fungsi yang diberikan dan diasumsikan fungsi kontinu.

Fungsi k(t,s)disebut kernel dari T . Maka T operator linear terbatas.
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Fungsional adalah operator dengan range berapa pada himpunan semua
bilangan real R atau komplek. Fungsional dinorasikan dengan huruf kecil

seperti f,g,h,... sedangkan domain dan range dari suatu fungsional
berturut-turut dinotasikan D( f) dan R(f). Nilai dari f atas xe D( f)
adalah f(x)eR(f).

Berikut diberikan definisi dari fungsiinal dan fungsional linear terbatas.

Definisi 8.1.8 Fungsional linear adalah operator dengan domain di ruang

vector X (ruang linear) dan range di lapangan R atas X,

f:D(f)>R.

Definisi 8.1.9 Fungsional linear terbatas adalah operator linear terbatas

dengan range lapangan atas ruang bernorma X , yaitu ada bilangan real

M >0 sedemikian sehingga untuk setiap x € D( f) berlaku
[ £ (I[<M .

Lebih lanjut, norm dari f adalah

||f||:sup{|f”§:”()| ZXED(f),X?&@},

atau

[1]/=sup]f (]:xD(1).Jx]=1.

Oleh karena itu, diperoleh

[F OOl
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Teorema 8.1.10 Fungsional linear f , dengan D(f)di dalam ruang

bernorma adalah kontinu jika dan hanya jika f terbatas. o

Jadi, fungsional linear kontinu disebut juga fungsional linear terbatas.

Norm ||: X —R pada ruang bernorma (X, |||) adalah fungsional pada

X yang mana tidak linear.

Integral tentu adalah suatu bilangan atas fungsi yang tunggal. Namun,
kondisi akan berubah jika dipertimbangkan integral itu untuk setiap fungsi
pada ruang fungsi tertentu. Maka integral tersebut akan menjadi fungsional

pada ruang tersebut, katakan f .

Contoh 8.1.11 Didefinisikan f :C[a,b] — R oleh

Fungsioanl f linear kontinu.
Bukti: Fungsional f linear, sebab untuk sebarang x,yeCl[a,b] dan

scalar «, f € R berlaku

f (ax+py)=|(ax(t)+By(t))dt

D C— T

:aix(t)dt+ﬂiy(t)dt

=af(x)+Bf(y).
Untuk menunjukkan fungsional f kontinu, ditunjukkan f terbatas.

Pandang | f||=b—a. Maka diperoleh
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[F ()=

Tx(t)dt

< (b—a)max{‘x(t)‘:t e[a,b]}

=(b-a)[x|
Jadi, terdapat bilangan real M =b—a >0 sedemikian sehingga untuk

setiap x € D( f )=C[a,b], berlaku
[f(x)[<Mx].
Hal ini memberikan arti bahwa f terbatas.

Jadi, fungsional f linear kontinu atau linear terbatas. m

Melalui operator linear terbatas T : X —Y pada ruang bernorma X ,
dapat dibentuk operator lain yang disebut operator adjoint (operator
pendamping). Motivasi dari operator adjoint adalah dapat digunakan untuk
mencari solusi dari persamaan yang mengandung operator, seperti
persamaan-persamaan yang muncul dalam fisika. Sehingga operator
adjoint perlu dikaji beserta sifat-sifatnya.

Pandang operator T : X —Y dengan X dan Y dua ruang bernorma.

Akan didefinisikan operator adjoint T" dari T . Untuk itu dapat dimulai

dari sebarang fungsional linear g pada Y . Jelas bahwa g terdefinisi untuk
setiap y €Y . Katakan y =T (x), maka untuk memperoleh fungsional f

pada X didefinisikan

f(x)=9(T(x),

untuk setiap xe X .

179



Operaton litegral Dusfrd
Dapat ditunjukkan bahwa f linear, karena g dan T linear. Selanjutnya,

ditunjukkan bahwa f terbatas.

£ ([=]a (T ()| =<lalT (<l
Dengan mengambil supremum atas semua x e X di mana |x|=1, maka
diperoleh

[£l=<lgllT]-
Hal ini menunjukkan bahwa f e X™, di mana X~ ruang dual dari ruang
bernorma X . Oleh asumsi geY™ di mana Y~ ruang dual dari ruang
bernorma Y , berakibat untuk variable g €Y~ dapat didefinisikan operator

dari Y~ ke X . Operator ini disebut operator adjoint dari T, dan

dinotasikan dengan T".
Jadi,

T:X>YdnT:Y > X",

Definisi 8.1.12 Diketahui dua ruang bernorma X dan Y dan operator

linear terbatas T : X —Y . Operator adjoint T":Y" — X~ didefinisikan

oleh
F(x)=(T*g)(x)=9(T(x)),

dengan X~ dan Y berturut-turut adalah ruang dual dari X dan Y .

Teorema 8.1.13 Operator adjoint T linear dan terbatas dengan

Tl =17

Bukti: Operator T linear dengan domain Y.
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Diambil sebarang g,,9, €Y~ dan sebarang scalar «, 8 € R berlaku
T (a9, +B89,)(X) = (a9, + B9,)T (x)
=ag,T (X)+£9,T (X)
:a(T*gl)(x)+/B’(T*gz)(x).
Jadi, T™ linear.
Karena f(x)=(T*g)(x)=g(T(x)) untuk setiap xeX, maka
diperoleh
f=TTg.
Lebih lanjut,
Ifl=

Dengan mengambil supremum atas semua g €Y~ di mana ||g|=1, maka

T'g

<[lalliT-

diperoleh
T l<Imi-
Sekarang ditunjukkan HTH >(T|.
Untuk setiap x, € X, x, = & terdapat g, Y™ sedemikian sehingga
9 =2 dan g5 (T (%)) =[T (%)
Menurut definisi operator adjoint, g, (T (%,))=(T"g,)(%) dan dengan
f, =(T g, ) maka diperoleh
[T (%)= 00 (T (%)) = fa (%)
<[ ol

70y %]

181



Opncton el Deniond
<[T* Maollx|-

Karena ||g, | =1 dan berlaku untuk setiap x, € X , maka

T O =T bl
Karena |[T (x,)||<[T|[|x,] dan dengan mengambil M =|T||>0 sedemikian
sehingga [T (x,)] <M ||| dipenuhi untuk setiap x, € X maka |[T"| tidak
akan lebih kecil dari |T|.
Jadi, |77 =[T.

arena [T [T dan [1°| <[], maka [1| =[] o

Diberikan dua operator linear terbatas T,S : X — Y . Pada operator adjoint
diperoleh

(T"+8")=5"+T" dan (aT")=aT".
Sedangkan jika T: X —Y dan S:Y — Z, diperoleh

(ST) =T's".
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Operator linear kompak sangat penting dalam aplikasinya. Operator

ini memegang peranan dalam teori persamaan integral dan berbagai
masalah dalam matematika fisika. Operator kompak ini dibangun tidak
berdasarkan operator adjoint. Berikut definisi dan sifat-sifat dari operator

kompak.

Definisi 8.1.14 Diketahui X dan Y dua ruang bernorma. Operator

T:X —>Y dikatakan operator linear kompak jika T linear dan jika untuk

setiap himpunan terbatas M < X , image T(M) kompak relative, yaitu

closure T (M) kompak.

Setiap himpunan dalam ruang metrik atau ruang bernorma dikatakan
kompak jika setiap barisan terbatas di himpunan tersebut mempunyai
subbarisan yang konvergen. Oleh karena itu, Definisi 8.1.14 dapat
dinyatakan sebagai berikut.

Teorema 8.1.15 Diketahui X dan Y dua ruang bernorma. Operator

T: X —Y dikatakan operator linear kompak jika dan hanya jika T linear

dan jika setiap barisan {xn}c X yang terbatas terdapat subbarisan

{T (X”k )} — {T (Xn )} yang konvergen. O

Contoh 8.1.16 Operator null (nol) merupakan operator kompak.

Teorema 8.1.17 Jika T,S: X —Y dua operator kompak dan sebarang

scalar «¢ €eR, maka T+S dan aT berturut-turut merupakan operator

kompak.
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Bukti: Diambil barisan {x,} = X dengan ||x,| <1 untuk setiap ne N dan
sebarang scalar ¢ R. Karena T operator kompak, maka terdapat

subbarisan {T(xnk )} <{T(x,)} yang konvergen

Akibatnya, {aT (%, )} <{aT(x,)} konvergen.

Jadi, aT operator kompak.

Karena S operator kompak, maka terdapat subbarisan {ka}c{xnk}

sehingga {S (Xn, )} c {S (%, )} <={S(x,)} konvergen.
Oleh karena itu diperoleh subbarisan
{(T +S)(xmk )} :{T (xmk )}+{S(ka )} - {(T +S)(xn)}

konvergen.

Jadi, T +S operator kompak. O

Teorema 8.1.18 Jika T,S: X — X dua operator kompak, maka ST dan

TS operator kompak.

Bukti: Menurut yang diketahui, karena T operator kompak maka untuk

sebarang barisan {x } < X dengan ||x,| <1 untuk setiap ne N terdapat
subbarisan {T (%, )} <{T(x,)} yang konvergen ke suatu y X . Hal ini

berakibat barisan {ST(Xnk )}c{ST(xn)} konvergen ke S(y). Jadi ST

operator kompak.

Untuk hal yang sama, karena S operator kompak maka untuk sebarang

barisan {x,} = X dengan |x,|<1 untuk setiap ne N terdapat subbarisan
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{S(xnk )}c{s(xn)} yang konvergen ke suatu ye X . Hal ini berakibat

barisan {TS(Xnk )}c{TS(Xn)} konvergen ke T(y). Jadi TS operator

kompak. O

Teorema 8.1.19 Diketahui X ruang bernormadan Y ruang Banach. Jika

{T.} =L, (X,Y) barisan operator kompak yang konvergen ke suatu
T <L (X,Y), maka T operator kompak.

Bukti: Diambil sebarang barisan {x,} < X dengan ||x,| <1 untuk setiap

ne N. Menurut yang diketahui, maka terdapat barisan {Tl(xﬁ)}cY
konvergen, terdapat barisan {Tz(xnz)}cY yang konvergen, terdapat
barisan {Ta(x;:’)} Y yang konvergen, dan seterusnya.

Jadi untuk setiap ke N terdapat subbarisan {x{|c{x\*} sehingga

n n

barisan {T (xﬁ)}cY yang konvergen. Oleh karena itu untuk setiap

n

k € N terdapat u, €Y sehingga

lim T, (x¢)=u,.

n—o

Karena {Tn} konvergen ke T, maka untuk setiap bilangan &>0 dan
x e X terdapat bilangan asli n, sehinga jika n>n, berlaku

&
8||x|[+1°

T, -Tl<

n

Lebih lanjut untuk setiap bilangan asli n,m>n, dan xe X berlaku
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T

n

()-T () <Im ~TllKl < 5

dan

&
T, (X)=T, (X)| <5
Oleh karena itu, untuk setiap bilangan asli k > n, diperoleh
HT(X::)—T(XQ) gHT(an)—Tk(x;‘]‘) +HTk(X$)_Tk(X:)

T (%) -7 (x7)

E € ¢
<—+—+—
8 8 8
<&

Hal ini berarti barisan {T(x: )} <Y merupakan barisan Cauchy. Karena

Y lengkap (ruang Banach) maka {T(x: )}cY konvergen.

Jadi, T operator kompak. o

Definisi 8.1.20 Diketahui X dan Y dua ruang bernorma. Operator

T:X —Y dikatakan operator linear kompak lemah jika dan hanya jika

T linear dan jika setiap barisan {x,} = X yang terbatas terdapat

subbarisan {T (xnk )} C {T (xn)} yang konvergen lemabh, yaitu untuk setiap

X" e X" subbarisan {x*T (xnk )} c {X*T (X, )} yang konvergen.
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8.2 Operator pada Integral Dunford
Fungsi terukur lemah dan Lemma Dunford mendasari terbentuknya
integral Dunford. Berdasarkan integral Dunford dikontruksi operator pada
ruang fungsi terintegral Dunford. Dikaji norma pada ruang fungsi
terintegral Dunford. Selanjutnya berdasarkan operator yang telah
dibangun, dikaji sifat-sifatnya terkait dengan operator adjoint dan operator
kompak lemah. Lebih lanjut dibahas norma pada ruang operator linear
terbatasnya.
Teorema menunjukkan bahwa koleksi semua fungsi yang terintegral
Dunford pada [a,b] merupakan ruang linear. Selanjutnya didefinisikan

sebuah fungsi dari D, [a,b] ke himpunan semua bilangan real R .

Definisi 8.2.1 Diberikan ruang linear D [a,b]. Didefinisikan fungsi

|.|: D.[a,b] > R oleh

e

A

= §up{ sup
x*eX Acla,b]
<<

untuk setiap f € D [a,b].

Berdasarkan Definisi 8.2.1, ternyata fungsi yang didefinisikan dari

D, [a,b] ke himpunan semua bilangan real R merupakan seminorm pada

D, [a,b] seperti pada teorema berikut.
Teorema 8.2 Diberikan ruang linear D, [a,b] . Pasangan (D, [a,b],| . |)

merupakan ruang seminorma terhadap
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If= §ug{ sup
x*eX Acla,b]
<<

opl)

untuk setiap interval tertutup Ac[a,b].
Bukti: Dibuktikan bahwa fungsi ||.| merupakan seminorma pada ruang
linear D, [a,b].

(N1). Diambil sebarang f € D, [a,b].

Karena untuk setiap x" € X" dan A c[a,b] berlaku >0, maka

}Zo.

Jika f =0 pada [a,b] maka f(x)=6, Vxe[a,b], sehingga untuk setiap

(L)Ix*f

A

(L)Ix*f

A

-0 | e
le Acab]

Jadi, [[f])20.

X e X" dan Ac[a,b] interval tertutup berlaku
f(x)=6, Vxe Ac[a,b].
Hal ini berakibat untuk setiap x" e X dengan HXHX <1 diperoleh
X f(x)=0,vxeAc[a,b].

sehingga

= (L)jx*f =0,vX € X*,”x*”X <1,VxeAc]a,b]
A

= ‘(L)jx"f‘:O,Vx" e X", <L vxeAc[ab]
A
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= sup(L)Ix*f =0
XeA A

= sup < sup (L).[x*f }:0
X'ex” | Aca,b] A

ila
= [f]=0.
Jadi, jika f =6 maka |f||=0.
(N2). Diambil sebarang f e D, [a,b] dan sebarang skalar k € R, diperoleh

kf || = s*up*{ sup (L)Ix*(kf )‘}
x*ex Acla,b] A
[
= sup < sup |k|(L)Ix*f }
X**EX* Acla,b] A
<
:|k|sup{ sup (L)J‘x*f }
X X" | Aclab] A
[
=[K[[[ ]

(N3). Diambil sebarang f,g e D[a,b] diperoleh

X *EX* Acla,b]
[

||f+g||=§up{sup (L)ix*(fw)‘}

|

= sup { sup (L)Ix*f+(L)J'x*g
AL

Karena
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(L)!\x*f+(L)Ix*g

sup
Aca,b] A

< su L)X f|++ su
Ac[al,)b]{( )J,; } Ac[apb]{ }

Maka untuk setiap x e X, HXH <1 berlaku

x'ex” | Acla,b]

[t

|

(L)[xg

A

(L)jx*f +(L).[x*g

A A

< sup{ sup |(L)[xf }+ sup{ sup (L)Ix*g}
x'ex” | Ac[a,b] A x'ex™ | Ac[a,b] A
< e
Jadi,
[f+al<[f]+]]-

Terbukti bahwa (D, [a,b], | .||) merupakan ruang seminorma terhadap

||f||:sup{sup (L)jx*f‘}. O
le Acfa,b] A

Selanjutnya berdasarkan seminorma seperti pada Definisi 8.2.1

didefinisikan fungsi jarak pada ruang linear D, [a,b].

Definisi 8.2.3 Didefinisikan fungsi d : D, [a,b]x D, [a,b] - R oleh

d(f.g)=[f-qf

untuk setiap f,g e D [a,b].
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Fungsi d:D,[a,b]xD [a,b]—> R seperti pada Definisi 8.2.3
merupakan pseudometrik pada D, [a,b] .
Teorema 8.2.4 Ruang linear D, [a,b] merupakan ruang pseudometrik
terhadap fungsi jarak
d(f.9)=|f g
untuk setiap f,g e D, [a,b].
Bukti:
(D1). Diambil sebarang dua fungsi f,g e D, [a,b], diperoleh
d(f.g)=]f-gf>0.
(D2). Diambil sebarang dua fungsi f,g e D, [a,b], diperoleh
d(f.9)=|f-gf =g~ f[=d(g.1).
(D3). Diambil sebarang tiga fungsi f,g,he D, [a,b], diperoleh
d(f.h)=[f -h[=[f-g+g-h]|<|f —g|+|g-h|
=d(f,g)+d(g,h).

Jadi, fungsi d merupakan pseudometrik pada D, [a,b]. o
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Berdasarkan bukti dari Lemma Dunford, dikontruksi operator pada
ruang fungsi terintegral Dunford.
Diketahui L, adalah ruang fungsi terintegral Lebesgue pada [a,b], X
ruang Banach, dan X" dual dari X .
Didefinisikan operator T: X~ — L, oleh

T(x)=x"(f)

untuk setiap x e X"

Operator T seperti pada definisi tersebut merupakan operator linear

terbatas atau linear kontinu.

Teorema 8.2.5 Operator T merupakan operator linear terbatas.

Bukti: Diambil sebarang x",y" € X" dan sebarang ¢ € R diperoleh
T +y)=(x+y)(F)
=X (f)+y (f)
=T()+7(y).
dan
T(ec)=(ec)(1)
=cx (f)
er ().
Jadi operator T linear.

Lebih lanjut menurut Teorema Banach Graf Tertutup, operator T terbatas.

Jadi, operator T linear dan terbatas. |

Lemma 8.2.6 Dual dari L, adalah L,,yaitu L, =L, .
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Bukti: Untuk setiap y={y,}eL, dibentuk fungsional F, pada L,

dengan rumus
F(x)= lenyn .

Diperoleh bahwa F, linear, yaitu

Untuk sebarang x={x,},z={z,} € L, dan sebarang skalar c e R berlaku

0

F(x+2)=> (X +2,)Y,

n=1

0

> %)%+ 22 (2)Y,

~F,()+F, (2),

dan

F, (cx)= Y (ex,) Y,

n=1

cg(xn)yn

cF, (x).

Diperoleh juga bahwa F, kontinu, yaitu

Untuk setiap x ={x, } € L, berlaku
‘Fy (X)‘ = Z_;Xnyn

<[yl
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Jadi setiap y:{yn}e L, menentukan dengan tunggal fungsional linear
kontinu F, pada L, atau L, c L.

Sebaliknya, diambil sebarang fungsional linear kontinu F pada L, .

Untuk setiap x ={x, } € L, dapat direpresentasikan oleh
X=Y Xe,,
n=1

dengan e, :{0,..., 1 00}

ken

Karena F linear, maka diperoleh
F(x):F(anenj:anF(en).
n=1 n=1
Hal ini berarti bahwa F(x) merupakan kombinasi linear dari barisan
bilangan {F(e,)} atau fungsional linear kontinu F bergantung pada
barisan bilangan {F (e, )} .

Selanjutnya karena F kontinu, maka |F (x)| terbatas, yaitu |F(x)| <00,

Menurut Ketaksamaan Cauchy-Schwartz, diperoleh

F (0l [F( e |

2% (F(e,))

n=1

<xl,, sup|F (e)

Supaya F(x) terbatas, maka haruslah sup‘F(en)

nx1

<00,
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Hal ini berarti bahwa y ={T (e, )} €L,
Jadi, setiap fungsional linear kontinu F pada L, menentukan dengan
tunggal vektor y={T (e, )} €L, yaitu L; c L.
Jadi, karena L, c Ly dan LcL,_ ,maka =L, . ©
Misalkan X ™ dual kedua dari X . Didefinisikan operator T": L, — X"

oleh

untuk setiap ge L =L, .
Operator T disebut operator adjoint pada L, .

Teorema 8.2.7 Operator adjoint T~ merupakan operator linear terbatas

dan

T*

=Tl
Bukti: Operator adjoint T linear, yaitu

Untuk sebarang g,,9, € L, = L, dan sebarang skalar c,,c, € R berlaku

R s 1

T (e, +¢,0,)(x")=[(c.g, +¢,9,)T (X')

(clng(x*)+czng(x*))

Il
D e T

- cli(ng (x*))+c2:f(ng (<))
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=ClT*(gl)(X*)+CZT*(gz)(x*)'
Karena f =T7(g) dan ||f||<|g]|T| maka diperoleh
[T (@) =ltlI=<lelliT].
Jadi,
[Tf=<imi-
Untuk setiap x; =& e X terdapat g, € X~ dengan

9ol =1 dan g, (T (%)) =[T ()
Jadi,

% (T (5))=T"(9)(%)-
Katakan f,=T"(g,) dan diperoleh
)= 00T (%)
- 4(x)
<[l
=[xl
<[ laoll]|
Karena ||g,] =1, sehingga untuk setiap X 6 € X" berlaku
< il
Jadi,
<[]
Karena |[T||<|[T"| dan |T7| <|T], maka |[T"] =[T]. o
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Teorema 8.2.8 Jika T,: X~ — L, dan T,: X" — L, dua operator linear
terbatas dan sebarang skalar c € R, maka
(i) (T,+T,) =T, +T,.

(ii) (cT,) =cT, .

G| =T =m ) <[ :

Bukti: (i)

(T1+T2)*(g)(x*)

I
—
«
—~~
—
+
o
~—
—
>,
[

=cT,(9)(x).
(iii) Karena T, dan T,” dua operator linear terbatas dan [T, =|T,|, maka

2

diperoleh HTlTl* =|T,T, =||T1||2 =T - o

Jika f eD_[a,b] maka operator adjoint T~ merupakan operator
kompak lemah. Sebaliknya operator T juga merupakan operator kompak
lemah. Menurut Teorema Gantmacher’s, Operator T kompak lemah jika
dan hanya jika operator adjoint T~ juga kompak lemah.
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Teorema 8.2.9 Diketahui fungsi f :[ab]— X terintegral Dunford pada
[a,b], maka pernyataan berikut ekuivalen:

1) Operator T: X" — L, merupakan operator kompak lemah.

2) Operator adjoint T":L, — X~ merupakan operator kompak lemah.

3) Himpunan {x*( f )‘ X e B(X*)}c L, terintegral seragam, yaitu

0,

lim [x'(f)

a(A)—>OA
seragam untuk setiap x" e B(X").

4) Indefinit integral Dunford v(A) adalah countably additive, yaitu jika

A c[a,b], neN himpunan terukur yang saling asing maka
(UA J-Zua),
di X™ (deret iv(Aj) konvergendi X7).
n=1

Bukti: Menurut Teorema Gantmacher’s, Operator T kompak lemah jika

dan hanya jika operator adjoint T~ juga kompak lemah. Jadi 1) dan 2)
ekuivalen.

Diberikan himpunan
T(B(x*))z{x*f ‘x*eB(X*)}cLl.
Karena f terintegral Dunford pada [a,b] maka untuk setiap x e X~

fungsi real X" f terintegral Lebesgue pada [a,b], yaitu X f e L, sehingga

diperoleh
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‘ *
Ll

()

<[]

L

<o

untuk setiap X" € B(X").

Karena operator T terbatas, maka himpunan T (B(X)) juga terbatas.

Himpunan T(B(X*))c L, adalah kompak lemah jika dan hanya jika
I|m J.x f seragam untuk setiap X e B(X").

Hal ini berarti 3) ekuivalen 1).

Diketahui bahwa 3) terpenuhi, maka

I|m _ﬂx f‘ 0,

seragam untuk setiap x e B(X").

Berarti untuk setiap 7 >0 terdapat ¢ >0 sedemikian sehingga
‘T (ZA)(X*)‘ = .[X*( f) <
A

untuk setiap X" e B(X").

Jika a(A) <& maka diperoleh

T (za)l<n-
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Jika A, c[a,b] untuk setiap neN himpunan terukur yang saling asing

dan A=|JA, , maka

n=1
lim & (A U A j
Akibatnya

lim
N —o
n=1

J(a-Un|

Karena A= (A LNJAJULNJ,% maka

n

dan

lim|v

N—o

Jadi, v(A) countably additive.
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Andaikan 3) tidak berlaku, maka terdapat k >0 dan barisan himpunan

terukur {A,} <[a,b] untuk setiap neN dengan a(A )—>0, n— oo dan

J

Ay

x fl>k,

untuk suatu x; € B(X").

Karena himpunan terukur A, berukuran O, maka ada kemungkinan

subbarisan dari A, dan asumsikan bahwa m <n sehingga diperoleh

J

An

*

<

n

2n+l'

Katakan E, = A, — U A,; E, c[a,b] himpunan-himpunan terukur dengan

m<n

E,NE =9,n=1I dan

'[x:f :Ix:f— I
E, A, U

m<n

x f

K
>—.
2

Jadi, terdapat B, < E, himpunan terukur yang saling asing sehingga

J

Bn

x f

k
>—.

4
Dengan demikian

™ (7s.)

untuk setiap ne N.

K
>_l
4

Jadi, deret iT*(;(Bn ) = iv(Bn) tidak konvergen.
n=1 n=1

Hal ini berarti 4) tidak memenuhi.
Jadi, 3) ekuivalen 4). m
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Telah ditunjukkan pada Teorema 8.2.5 bahwa operator T: X — L

merupakan operator linear terbatas atau operator linear kontinu.

Selanjutnya himpunan semua operator linear terbatas T:X — L
dinotasikan B(X",L,).

Teorema 8.2.10 B( X", L, ) merupakan ruang linear.

Bukti: Diambil sebarang T,,T, € B(X",L,) dan sebarang skalar ceR,

maka berlaku (T,+T,)e B(X",,) dan cT, e B(X",L,). ©

Untuk setiap feD.[a,b] dan x eX  didefinisikan fungsi
|-]:B(X",L;) >R oleh
IT| :sup{HTx*H: X e X*,HX*H :1}
:sup{Hx*f H X e X*,HX*H =1, f eD,[a, b]}.
Fungsi ||-||:B(X*,Ll)—>R merupakan norma, seperti yang diuraikan

dalam teorema berikut ini.

Teorema 8.2.11 (B(X*L1)||||) merupakan ruang bernorma dengan

norma

IT| :sup{Hx*f H X e X',

X[ =1, f €D [a,b]}.
Bukti:
(N1) Jelas bahwa |T|| =sup{”x* f:x e X",

X|=1fe DL[a,b]}zo.

IT|=0 < T=6.
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(N2) [JeT]|=sup{|exf][: X" e X, |x| =1, f e D,[a,b]}

=sup{|cf|x"f|: X' e X",|'| =1, f e D,[a,b]}

“Jesup{[x 1]:x <" Jx|<L 1 <D (2]

=[ef[T]-
(N3) [T +]| =sup{|x(f +g)|:x e X",|x|=1 f,g € D [a,b]}
{
sup|

sup{”x gH X e XHXH =1ge DL[a,b]}

sup fo+xg” X eX’ HXH 1 f, geD[ab]}

I/\

[ £:x € X" x| =1 t <D,a,b) +

=[Tl+[s]-

Jadi, (B(XL1)||||) merupakan ruang bernorma. o

Karena menurut teorema bahwa setiap ruang bernorma merupakan ruang

metrik, maka (B(x*, L), p) merupakan ruang metrik terhadap metrik
p(f,9)=sup{|x (f-g)]:x eX"|<|=1f,geD [ab]}.
Lebih lanjut untuk setiap f, g D, [a,b], @ € R memenuhi
p(f+a,g+a)=sup{[x (f+a—g-a)|:x e X" [x] =L f,g € D,[a,b]]
=sup{[ (f-g)]x €X' ¢] =1 1.9 <D a0

=p(f.9)

dan
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p(af,ag) :sup{”x*(af —ag)|:xX e X" |x|=1f.ge DL[a,b]}
:sup{Hax*(f —g)|:x e X", |X]|=1f.ge DL[a,b]}
:sup{|a|Hx*(f —g)|:xX e X’ |X|=1f.g¢e DL[a,b]}
:|a|sup{Hx*(f —g)|:x e X’ |X|=1f.ge DL[a,b]}

=lalp(f.9).

Fungsi f dan g dikatakan ekuivalen, jika f =g hampir dimana-

mana pada [a,b], yaitu jika terdapat himpunan terukur-a E c[a,b]

dengan x, (E)=0 sehingga

untuk setiap x e[a,b]-E.

Telah ditunjukkan bahwa untuk setiap fungsi f terintegral Dunford

operator T: X~ — L, oleh

T(x*):x*(f),

untuk setiap x e X merupakan operator linear terbatas. Sedangkan
himpunan semua operator linear terbatas T : X  — L, yang dinotasikan

dengan B(X*,Ll) merupakan ruang linear. Selanjutnya telah

diperlihatkan juga bahwa, terhadap norma operator
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IT| :sup{HTx*H: X e X*,HX*H :1}
=sup{”x*f H X e X*,HX*H =1fe DL[a,b]} :

(B(X*, L).|. ||) merupakan ruang bernorma.

Menurut Teorema 3.2.8, karena X~ ruang Banach dan L, ruang Banach
maka B(X*, Ll) merupakan ruang Banach, yaitu ruang bernorma yang
lengkap.

Teorema 8.2.12 B(X*, Ll) merupakan ruang bernorma yang lengkap.
Bukti: Diambil sebarang (T,) < B(X*, Ll) barisan Cauchy, yaitu untuk

sebarang ¢ >0 terdapat bilangan asli n, sedemikian sehingga
”Tn _Tm” <£’
3
untuk setiap bilangan asli m,n>n,.
Untuk setiap x” € X~ berlaku
IT, =T :sup{Hx* f —x me X € X*,HX*H =1,.

f,, f,eD[abl,n=123,..}

£
<—.
3

Hal ini berakibat

X ()X (1) <.

untuk setiap x" e X"
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Jadi, (x*fn) barisan Cauchy di L,. Karena L, lengkap, maka barisan
Cauchy (x"f,) konvergen di L. Katakan konvergen ke F eL,.

Karena x f eL,, untuk setiap bilangan asli n maka f, e D, [a,b] dan

karena barisan (x* fn) konvergen untuk setiap X" e X~ maka barisan ( f,)

konvergen lemah.

Selanjutnya karena T, terbatas, maka ada bilangan riil M >0 sehingga
untuk setiap x” e X~ berlaku
T,(x )| <M

untuk setiap bilangan asli n.

Hx* f

Untuk setiap x" e X, dibentuk
T (x*)(x) =Xg(x)=M,
untuk setiap x € Ac[a,b] interval tertutup dan suatu g € D, [a,b].
Diperoleh x'g=M L, dan g € D [a,b]
Jadi, untuk setiap x" e X~ berlaku,
T (x)

Karena ( f,) konvergen lemah dan [X"f,

Hx* f

<M =T(x*)=x*g.

<Xx'g untuk setiap x e X" dan

suatu g € D, [a,b], maka menurut Teorema Kekonvergenan Terdominasi
Lebesgue  (Teorema 7.1.7) diperoleh bahwa F=xf el,, yaitu
f e D, [a,b].

Jadi, B(X",L,) lengkap. O
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