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n
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sup n
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x x
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BAB 1 

Himpunan 

 

1.2 Himpunan 

Himpunan semua bilangan real dinotasikan dengan R .  Jarak antara 

x R  dan y R  dinotasikan ( , )d x y  dan didefinisikan oleh 

( , ) .d x y x y= −  

Diberikan ,A A R  , yaitu untuk setiap x A  berakibat x R . Jarak 

titik x R  terhadap himpunan A didefinisikan sebagai bilangan 

 ( , ) inf ( , ) : .d x A d x y y A= 
 

Diberikan ,A A R   dan A  terbatas, yaitu ada bilangan real 0M   

sehingga x M  untuk setiap x A . Diameter himpunan A  dinotasikan 

diam( )A  dan didefinisikan sebagai bilangan 

diam( )A  sup ( , ) : , .d x y x y A=   

Untuk titik x R , persekitaran (neighborhood) titik x  dengan jari-jari 

0r   dinotasikan ( ),B x r  dan didefinisikan oleh 

( )  , : ( , ) ,B x r y R d x y r=    

dan disebut juga bola terbuka (open ball). 

Sedangkan ( )  , : ( , )B x r y R d x y r=    disebut bola tertutup (closed 

ball). 

 

Diberikan himpunan A R . Himpunan semua titik dalam (interior point) 

A, himpunan semua titik limit (limit point) A, himpunan semua titik batas 

(boundary point) A, dan penutup (closure) A  berturut-turut dinotasikan 
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( )( )0 'atau int , , ( ),A A A A  dan A , dan berturut-turut didefinisikan 

sebagai 

( ) 0 : 0, , ,A x R r B x r A=      

( ) ' : 0, , { } ,A x R r B x r A x=     −   

( ) ( ) ( ) : 0, , , CA x R r B x r A dan B x r A =        , 

dan 

( )  ': 0, , .A x R r B x r A A A=      = 
 

 

Jika ,a b R  maka interval tertutup di dalam R  ditulis dengan 

 [ , ] : .a b x R a x b=     

Interval [ , ]a b  dikatakan non-degenerate jika a b  dan jika tidak 

demikian dikatakan degenerate. Interval [ , ]a b  disebut sel jika [ , ]a b  

merupakan interval yang non-degenerate. 

 

Diberikan ,a b R  dan  a b .  Interval terbatas di dalam R  didefinisikan 

oleh 

(i)  [ , ] :a b x R a x b=     

(ii)  [ , ) :a b x R a x b=     

(iii)  ( , ] :a b x R a x b=     

(iv) ( )  , :a b x R a x b=     

Sedangkan interval tak terbatas di dalam R  didefinisikan oleh 

(i)  ( , ] :a x R x a− =    
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(ii)  ( , ) :a x R x a− =    

(iii)  [ , ) :b x R x b =    

(iv)  ( , ) :b x R x b =    

 

Jika a b=  maka ( ),a a =  dan [ , ] { }a a a= . Jadi himpunan kosong dan 

himpunan singleton  a  merupakan interval. 

Dua interval atau dua sel dikatakan tidak saling tumpang-tindih (non 

overlapping) jika irisan antara dua interior interval atau sel tersebut 

kosong, tetapi jika tidak demikian dikatakan saling tumpang-tindih 

(overlapping). 

 

1.2 Himpunan Terukur 

Panjang interval sering digunakan dalam diferensiasi dan integrasi. 

Sebagai contoh untuk sebarang interval A R  (terbuka, tertutup, 

setengah terbuka) dengan titik ujung a  dan b  ( a b ), maka Panjang 

interval A  diberikan oleh ( )A b a = − .  Jika A R  merupakan interval 

tidak terbatas, maka panjang interval A  diberikan oleh ( )A =  . Ada 

situasi dimana akan berguna ketika mengukur ukuran himpunan selain 

himpunan interval. Perluasan ke dalam gabungan interval sangat jelas, 

akan tetapi jauh lebih jelas untuk sebarang himpunan. Misalnya, berapa 

ukuran himpunan semua bilangan irrasional dalam [0,1] ? Apakah 

mungkin untuk memperluas konsep Panjang (atau ukuran) interval ke 

dalam sebarang himpunan? Ukuran Lebesgue adalah salah satu dari 

beberapa pendekatan untuk pemecahan solusi tersebut. 
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Pada subbab ini dijabarkan mengenai ukuran Lebesgue yaitu ukuran 

atau panjang interval, ukuran luar Lebesgue, dan himpunan terukur 

Lebesgue beserta sifat-sifat dasarnya. 

 

Definisi 1.2.1 Diberikan interval terbuka IbaI ),,(=  di R , panjang 

(lenght) interval terbuka ),( baI =  didefinisikan sebagai berikut : 

abI −=)( . 

Selanjutnya panjang (lenght) untuk sembarang interval, sedemikian 

hingga untuk setiap interval ),[],,(),,( bababa  dan [a,b] di R  berlaku 

abbabababa −==== ]),([)),([]),(()),((  . 

 

Definisi 1.2.2 Diberikan himpunan A R . Ukuran luar Lebesgue 

himpunan A didefinisikan: 

 inf)( =A











=



=

 
11

)(
n

n

n

n IAI  

dengan nI  koleksi interval buka ,3,2,1{ =nI n }. 

 

Definisi 1.2.3 Himpunan A dikatakan content zero, 0)( =A , jika untuk 

setiap 0   terdapat sebanyak hingga koleksi interval buka 

nkI k ,,3,2,1{ = } sedemikian hingga 
n

k

kIA
1=

  dan 
=


n

k

kI
1

)(  . 

 

Setiap himpunan berhingga A adalah content zero. Tetapi ada himpunan 

tak berhingga yang content zero. 
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Contoh 1.2.4 Himpunan 
1 1

1, , ,
2 3

A
 

=  
 

 adalah content zero. 

Bukti: Diberikan sebarang 0  , pilih n0 sedemikian sehingga 
0

1

5n


 . 

Diberikan interval buka 0 ,
5 5

I
  

= − 
 

 dan 
0 0

1 1
,

4 4
kI

k n k n

  
= − + 
 

 untuk 

01, 2, , 1k n= − . 

Maka  

 A
0 1

0

n

k

k

I
−

=

   

dan 
−

=

−

=

+=
1

1 0

1

0

00

25

2
)(

n

k

n

k

k
n

I


   

   = 0

0

( 1)2 2

5 2 5 2

n

n

  


−
+  +   

Jadi terbukti himpunan A content zero. □ 

 

Teorema 1.2.5 Setiap himpunan A yang content zero maka A terbatas. 

 

Definisi 1.2.6 Diberikan himpunan A R . Himpunan A dikatakan 

berukuran nol (measure zero), 0)( =A , jika dan hanya jika untuk setiap 

bilangan 0  terdapat koleksi interval buka ,3,2,1{ =nI n } 

sedemikian hingga 


=


1n

nIA  dan 


=


1

)(
n

nI  . 
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Contoh 1.2.7 Himpunan berelemen tunggal (singleton set) mempunyai 

ukuran luar nol (measure zero). 

Bukti: Misalkan }{aA = , maka 







+−

n
a

n
aA

1
,

1
 untuk setiap bilangan 

asli n. 

Diperoleh inf)( =A
















+−








+−

n
a

n
aA

n
a

n
a

1
,

11
,

1
  

      = 








= ,3,2,1
2

inf n
n

 

      = 0 

 

Teorema 1.2.8 Setiap himpunan A yang content zero adalah measure 

zero. 

 

Contoh 1.2.9 Himpunan bilangan rasional Q adalah measure zero 

},,,{ 321 rrrQ =  

Bukti: Diberikan sembarang 0  . 

Dibentuk himpunan interval buka 








+−=
++ 22 2

,
2 kkkkk rrI


 untuk. 

,3,2,1=k  

Maka  

 



k

kIQ  

sehingga  

 
22

)(
1

1
1


 ==



=
+



= k
k

k

kI   
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Jadi terbukti himpunan Q adalah measure zero 

 

Teorema 1.2.10 (Subcountably Additive) Untuk setiap himpunan 

},3,2,1{ =nAn  berlaku 

 ( )


=



=










11 n

n

n

n AA   . 

Bukti: Jika ada An, dengan =)( nA , maka teorema telah terbukti yaitu 








 

=


1n

nA . 

Anggap )( nA <   untuk setiap n. 

Karena )( nA = inf ( )











=



=

 
11 m

nmn

n

nm IAI , maka untuk setiap 0  

terdapat koleksi },3,2,1{ =mI nm  sehingga 


=


1m

nmn IA  dan 

n

m

nnm AI −


=

 + 2.)()(
1

 , untuk setiap n. 

Diperoleh 


=



=



=


111 m

nm

n

n

n

IA  dan 

 






 

=


1n

nA   ]2.)([)(
1 11

n

m

n

n

nm

n

AI −


=



=



=

  +   

                       = 


=

+
1

)(
n

nA   

yang berakibat ( )


=



=










11 n

n

n

n AA   +  
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Karena   sebarang bilangan positif, maka ( )


=



=










11 n

n

n

n AA   .  □ 

 

Teorema 1.2.11  Untuk setiap BA  berlaku )()( BA   . 

Bukti:  Jika },3,2,1{ =pI p  koleksi interval buka sedemikian hingga  




=


1p

pIB  yang berakibat )(A ( )


=1p

pI . 

Jadi )(A  adalah batas bawah himpunan ( )






=1p

pI







=


1p

pIB . 

Jadi, )(B = inf ( )






=1p

pI







=


1p

pIB , maka )()( BA   . □ 

 

Berdasarkan ukuran luar didefinisikan pengertian himpunan terukur 

Lebesgue. Untuk selanjutnya, himpunan terukur Lebesgue cukup ditulis 

himpunan terukur. 

Definisi 1.2.12 Himpunan E dikatakan terukur (measurable) jika untuk 

setiap A berlaku: 

 )(A = )()( CEAEA +   

dengan EC menyatakan komplemen E. 

 

Karena  ( ) ( )CA A E A E=      dan menurut Teorema 1.2.11 maka, 

)(A  )()( CEAEA +   

Selanjutnya untuk membuktikan suatu himpunan terukur cukup 

diperlihatkan pertidaksamaan berikut: 
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 )(A  )()( CEAEA +   

 

Teorema 1.2.13 Himpunan Ø dan R adalah  himpunan terukur dan jika 

E  himpunan terukur maka EC  juga terukur. 

Bukti: Himpunan Ø terukur karena untuk setiap A berlaku: 

 )(A  = A(  Ø) + A(  ØC) 

           =  ( Ø) + A( R ) 

           = 0 + )(A  

       = )(A  

Selanjutnya himpunan R  juga terukur  

)(A  = A( R ) + A(  R C) 

           =  ( A) + A(  Ø) 

           = )(A  +  ( Ø)  

       = )(A  + 0  

       = ( A) 

Diketahui himpunan E terukur, berarti untuk setiap A berlaku 

 )(A = )()( CEAEA +   

                  = ( ) )()( CCC EAEA +   

Jadi, EC juga terukur.  □ 

 

Teorema 1.2.14 Setiap himpunan berukuran luar nol merupakan 

himpunan terukur. 

Bukti: Ambil E himpunan berukuran luar nol dan A R . 

Karena EEA   maka 0)()(0 = EEA   
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Dengan demikian diperoleh 

)()( CEAEA +  = )()( AEA C   . 

Jadi terbukti bahwa E terukur. □ 

 

Teorema 1.2.15 Gabungan atau irisan dua himpunan terukur merupakan 

himpunan terukur. 

Bukti: Misalkan dua himpunan terukur tersebut E dan F. 

Himpunan F terukur jika dan hanya jika untuk setiap A berlaku: 

)(A = )()( CFAFA +  . 

Khususnya jika CEAA = , maka 

 )( CEA = )( FEA C  + )( CC FEA              (1.1) 

Oleh karena = )()( EAFEA )( FEA C  , maka 

 + )())(( EAFEA  )( FEA C                    (1.2) 

Dari (1.1) dan (1.2) diperoleh: 

+ ))(( FEA ))(( CFEA   

)]()([ FEAEA C +  + ))(( CFEA   

= )]()([)( CCC FEAFEAEA ++   

= )()( CEAEA +           karena E terukur 

= )(A  

Terbukti bahwa FE   terukur. 

Karena FE  =
CCC FE )(   di mana 

CCC FE )(   terukur, maka 

terbukti bahwa FE   terukur. □ 
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Teorema 1.2.16 Jika },,3,2,1{ npE p =  koleksi hingga himpunan 

terukur dan saling asing, maka untuk setiap A berlaku 






























=


n

p

pEA
1

 = ( )
=


n

p

pEA
1

 . 

Bukti: Dibuktikan dengan induksi matematika. 

Teorema benar untuk n = 1, selanjutnya dianggap benar untuk 1−= mn . 

Jadi berlaku 





























−

=


1

1

m

p

pEA = ( )
−

=


1

1

m

p

pEA . 

Koleksi },,3,2,1{ npE p =  saling asing maka 

 
mm

m

p

p EAEEA =















=


1

 dan 

 













=
















−

==


1

11

m

p

m

C

m

m

p

p EAEEA  

Karena Em terukur maka 

 





























=


m

p

pEA
1

 = +






























=

m

m

p

p EEA 
1

































=

C

m

m

p

p EEA 
1

  

        = ( )+ mEA





























−

=


1

1

m

p

pEA  

        = ( )+ mEA ( )
p

m

p

EA
−

=

1

1

  
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        = ( )
p

m

p

EA
=1

  

Jadi, teorema benar untuk 1−= mn .    □ 

 

Teorema 1.2.17 Gabungan countable himpunan terukur merupakan 

himpunan terukur. 

Bukti: Misalkan },,3,2,1{ =nEn  koleksi countable himpunan terukur 

yang saling asing. Tulis 


=

=
1n

nEE  dan 
n

p

pn EF
1=

= maka 
C

n

C FE   untuk 

setiap bilangan asli n. 

Dengan Teorema 1.2.16 diperoleh ( )nFA = ( )
=


n

p

pEA
1

  untuk 

setiap A. 

Himpunan Fn terukur maka )(A = )()(
C

nn FAFA +   

                       )()( C

n EAFA +   

yang berakibat )(A )()(
1

C

p

n

p

EAEA +
=

  untuk setiap n. 

Hal ini berarti )(A )()(
1

C

n

n

EAEA +


=

 . 

Diperoleh )(A )()(
1

C

n

n

EAEA +


=

  

             )()( CEAEA +   

Jadi terbukti bahwa 


=

=
1n

nEE  terukur.   □ 
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Teorema 1.2.18 Setiap interval merupakan himpunan terukur. 

Bukti: Misalkan a R . Akan dibuktikan bahwa interval buka ),( a  

adalah himpunan terukur. 

Ambil sebarang himpunan A. 

Untuk setiap 0  terdapat koleksi interval }{ pI  sedemikian hingga 

pIA   dan jumlah panjang interval tersebut kurang dari  +)(A . 

Misalkan = pp II
*

),( a  dan = pp II
**

],( a−  untuk setiap bilangan 

Asli p. Diperoleh  

1) 
*

pI  dan 
**

pI  masing-masing merupakan interval atas himpunan 

kosong 

2) pI =
*

pI 
**

pI  dan 
*

pI ∩
**

pI = Ø untuk setiap p. 

Lebih lanjut diperoleh 

 = AB ),( a 
*

pI  dan  

 = AD ],( a− 
**

pI  

sehingga )()(
*

1

p

n

IB 


=

   dan )()(
**

1

p

n

ID 


=

  . 

Dari dua pertidaksamaan terakhir diperoleh 

 )()(]),(()),(( DBaAaA  +=−+  

  ≤ )(
*

1

p

n

I


=

 + )(
**

1

p

n

I


=

  

  = ))()((
***

1

pp

n

II  +


=

 

  = )(
1

p

n

I


=

  
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  <  +)(A  

Jadi )(]),(()),(( AaAaA  −+ , 

Terbukti bahwa ),( a  terukur.         □ 

 

Akibat 1.2.19 Interval-interval [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), ),(],,( aa −−  

dan ),[ a  adalah himpunan terukur. 

Bukti: Karena untuk setiap a R , interval (a,∞) terukur maka, 

Caa ),(],( =−  terukur, ),(}{),[ = aaa  terukur, 

Caa ),[),( =−  terukur, ),[],(],[ −= abba  terukur, 

),(],(],( −= abba terukur, ),[),(),[ −= abba   terukur, dan 

),(),(),( −= abba  juga terukur. 

Bukti selesai.          □ 

 

Untuk sebarang himpunan terbuka dan tertutup di R  juga merupakan 

himpunan terukur. 

Teorema 1.2.20 Setiap himpunan terbuka dan himpunan tertutup adalah 

himpunan terukur. 

Karena gabungan atau irisan dua atau lebih himpunan terukur 

merupakan himpunan terukur dan sebarang himpunan terbuka dapat 

dinyatakan sebagai gabungan berhingga dari interval-interval buka yang 

mana interval buka merupakan himpunan terukur, maka himpunan terbuka 

juga merupakan himpunan terukur. Karena himpunan terbuka adalah 

terukur dan complemen himpunan terbuka yaitu himpunan tertutup, maka 

himpunan tertutup juga terukur. 
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Teorema 1.2.21 Terdapat himpunan yang tidak terkur. 

Bukti: Misalkan ]1,0[, yx . 

Didefinisikan relasi ”~” pada R  oleh x ~ y jika x - y rasional (relasi ~ 

adalah relasi equivalen, yaitu relasi yang bersifat refleksif, simetris dan 

transitif). Relasi ini adalah koleksi dari kelas-kelas equivalensi dalam 

bentuk }{ Qrrx + , dan untuk setiap kelas equivalensi berisi titik pada 

[0,1]. 

Misalkan E [0,1] himpunan yang berisi satu titik dari setiap kelas 

equivalensi. Misalkan juga bahwa [-1,1] ∩ Q = }{ ir  dan 

 ii rEE += , untuk setiap i. 

       = }:{ Exrx i +  

Dapat dipahami bahwa,  ]2,1[]1,0[
1

−


=


i

iE . Misalkan ]1,0[x . 

Terdapat Ey  sedemikian sehingga x – y rasional. 

Karena 11 −− yx , maka ada indeks j sedemikian sehingga 

jryx =− . 

Dengan demikian jj Eryx += . 
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Selanjutnya = ji EE Ø dengan ji  . Dengan cara lain, ada Ezy ,  

sedemikian hingga ji rzry +=+  yang berakibat bahwa y ~ z. Hal ini 

kontradiksi jika i = j. 

Andaikan E adalah himpunan terukur, maka untuk setiap himpunan Ei juga 

terukur dan )()( EEi  = . Oleh karena itu, 

 3)(1
11

=







 



=



= ii

i EE    

Hal ini kontradiksi sebab 0)(
1

=


=i

E .  Jadi, E tidak terukur. □ 

 



Barisan Fungsi 

 

17 

BAB 2 

Barisan Fungsi 

 

Pada bab ini, dibahas barisan dengan suku-suku berupa fungsi bernilai 

real. Barisan fungsi muncul secara alami dalam analisis real dan sangat 

berguna dalam memperoleh pendekatan suatu fungsi yang diberikan dan 

mendefinisikan suatu fungsi baru yang diketahui. Dalam hal ini, akan 

dibicarakan dua pengertian konvergensi barisan, yaitu konvergensi 

pointwise (konvergen) dan konvergensi seragam. Konvergensi seragam 

sangatlah penting, fakta bahwa konvergensi seragam memeprtahankan 

sifat tertentu dalam arti jika setiap suku dari barisan fungsi yang konvergen 

seragam memiliki sifat tertentu, katakana sifat p, maka limit fungsinya 

juga memiliki sifat p. 

Diberikan definisi tentang barisan fungsi yang konvergen dan 

konvergen seragam serta fungsi terbatas dan kaitannya. 

Pada kekonvergenan barisan bilangan real adanya bilangan asli 0n  

bergantung pada bilangan  . Akan tetapi pada barisan fungsi dengan 

diberikannya interval, maka adanya 0n  selain bergantung pada bilangan   

juga ditentukan oleh nilai x . 

Definisi 2.1 Diberikan fungsi :[ , ]nf a b R→  untuk setiap bilangan asli n

Barisan fungsi  nf  dikatakan konvergen pointwise (konvergen) ke fungsi 

:[ , ]f a b R→  pada [ , ]a b  jika untuk setiap [ , ]x a b  barisan ( ) nf x  

konvergen ke ( )f x . 
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Jadi, barisan fungsi  nf  dikatakan konvergen ke fungsi f  jika untuk 

setiap 0   dan [ , ]x a b  terdapat bilangan asli ( )0 0 ,n n x=  sehingga 

untuk setiap bilangan asli 0n n  berlaku 

( ) ( )nf x f x −  . 

 

Contoh 2.2 Untuk setiap n N  didefinisikan fungsi :nf R R→  oleh 

( )
1

,nf x x x R
n

=  , 

maka barisan  nf  konvergen ke ( ) 0f x = . 

Bukti: Akan ditunjukkan bahwa barisan  nf  konvergen ke f . 

( )
1

, ;nf x x x R
n

=   

( )1f x x= ;  ( )2

1

2
f x x= ; ( )3

1

3
f x x=  

 

( )
1

nf x x
n

=  

Diambil sebarang x R sehingga ( )
1

,nf x x x R
n

=  .  

Diambil sebarang bilangan 0   maka terdapat bilangan asli 0n  dengan 

sifat 0

x
n


  sehingga untuk setiap 0n n  berlaku 

( ) ( )
0

1
0n

x x
f x f x x

n n n
− = − =   . 

Jadi barisan fungsi ( ) nf x  konvergen ke ( ) 0f x = . 
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Karena x R  diambil sebarang, diperoleh barisan fungsi  nf  konvergen 

ke f . 

 

Pada kekonvergenan pointwise, adanya 0n  selain bergantung pada 

bilangan   juga ditentukan oleh nilai x . Jika adanya 0n  hanya bergantung 

pada bilangan   (adanya  0n  berlaku  untuk setiap x  yang diberikan), 

maka kekonvergenan ini dinamakan konvergen seragam. 

Definisi 2.3 Diberikan fungsi :[ , ]nf a b R→  untuk setiap n N . Barisan 

fungsi  nf  dikatakan konvergen seragam ke fungsi :[ , ]f a b R→  pada 

[ , ]a b  jika untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan asli ( )0 0n n =  

sehingga untuk setiap bilangan asli 0n n  dan [ , ]x a b  berlaku 

( ) ( )nf x f x −  . 

Berdasarkan Definisi 2.3 , barisan fungsi  nf  tidak konvergen 

seragam ke f  jika dan hanya jika terdapat bilangan 0 0   sehingga untuk 

setiap bilangan asli n  terdapat bilangan asli 0n n  dan terdapat [ , ]x a b  

berlaku 

( ) ( ) 0nf x f x −  . 

Barisan fungsi  nf  tidak konvergen seragam ke f  jika dan hanya jika 

terdapat bilangan 0 0   sedemikian sehingga tidak ada bilangan asli 0n  

yang memenuhi 

( ) ( ) 0nf x f x −  , 

untuk setiap bilangan asli 0n n  dan setiap [ , ]x a b . 
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Barisan fungsi  nf  tidak konvergen seragam ke f  jika dan hanya jika 

untuk suatu bilangan 0 0   ada subbarisan  
knf  dari  nf  dan barisan 

 kx  pada [ , ]a b  sehingga berlaku 

  ( ) ( ) 0kn k kf x f x −  , 

untuk semua k N . 

 

Contoh 2.4 Untuk setiap n N  didefinisikan fungsi :nf R R→  oleh 

( )
1

,nf x x x R
n

=  . 

Barisan  nf  tidak konvergen seragam ke f . 

Bukti: Pilih 0

1
0

2
 =   maka terdapat barisan  kn  dengan kn k=  dan 

terdapat barisan  kx  dengan kx k=  sehingga berlaku 

( ) ( ) ( ) ( ) 0

1 1
0 1

2kn kf x f x f k f x k
k

− = − = − =  = . 

Jadi, barisan fungsi  nf  tidak konvergen seragam ke f . 

 

Contoh 2.5 Untuk setiap n N  didefinisikan fungsi :[0,1]nf R→  oleh 

( )
1

, [0,1]nf x x x
n

=  . 

Barisan  nf   konvergen seragam ke f pada [0,1] . 

Bukti: untuk setiap [0,1]x  maka 

( ) ( )
1 1

0n

x
f x f x x

n n n
− = − =  . 
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Diambil sebarang bilangan 0   maka untuk setiap bilangan asli n  

terdapat bilangan asli 0n  dengan 
0

1
n


  sehingga untuk setiap 0n n  dan 

[0,1]x  berlaku 

( ) ( )
0

1 1 1
0n

x
f x f x x

n n n n
− = − =    . 

Jadi, Barisan  nf   konvergen seragam ke f pada [0,1] . 

 

Definisi 2.6 Diberikan fungsi :[ , ]f a b R→ . Fungsi f  dikatakan fungsi 

terbatas pada [ , ]a b  jika terdapat bilangan real 0M   sehingga berlaku 

( )f x M  

untuk setiap [ , ]x a b . 

Jika untuk setiap bilangan 0M   berakibat ( )f x M  untuk setiap 

[ , ]x a b , maka dikatakan fungsi f  tidak terbatas pada [ , ]a b . 

Perhatikan bahwa jika :[ , ]f a b R→  fungsi terbatas, maka diperoleh 

( ) : [ , ]f x x a b  

terbatas di R . 

Akibatnya 

( ) sup : [ , ]f x x a b  

ada di R . 

Koleksi semua fungsi terbatas :[ , ]f a b R→  dinotasikan [ , ]B a b . 

Beberapa contoh fungsi yang terbatas adalah fungsi kontinu, fungsi 

monoton, fungsi bervariasi terbatas, dan lain sebagainya. 
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Teorema 2.7 Barisan fungsi terbatas  nf  konvergen seragam ke fungsi 

terbatas f  pada [ , ]a b  jika dan hanya jika untuk setiap bilangan 0   

terdapat bilangan asli 0n N  sehingga untuk setiap bilangan asli n N  

dengan 0n n  dan [ , ]x a b  berlaku 

( ) ( )nf x f x −  . □ 

 

Seperti halnya dalam barisan bilangan real, ada barisan Cauchy. Pada 

barisan fungsi juga dikenal barisan Cauchy. 

Definisi 2.8 Barisan   [ , ]nf B a b  dikatakan barisan Cauchy jika untuk 

setiap bilangan 0   terdapat bilangan asli 0n  berlaku 

( ) ( )n mf x f x −  , 

untuk setiap bilangan asli 0,n m n  dan [ , ]x a b . 

 

Kriteria Cauchy untuk kekonvergenan  seragam. 

Teorema 2.9 Jika barisan   [ , ]nf B a b , maka terdapat [ , ]f B a b  dengan 

 nf  konvergen seragam ke f  jika dan hanya jika  m nf f−  konvergen ke 0  

untuk setiap ,m n → . 

Bukti: ( )  Diketahui  barisan   [ , ]nf B a b  konvergen seragam katakana ke 

[ , ]f B a b . Menurut teorema, maka   [ , ]nf B a b  konvergen ke [ , ]f B a b  

Diambil sebarang bilangan 0   terdapat bilangan asli 0n  sehingga untuk setiap 

n N  dengan 0n n  berlaku 

3
nf f


−  . 
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Oleh karena itu, untuk setiap ,n m N  dengan 0,n m n  diperoleh 

n m n mf f f f f f− = − + −  

n mf f f f − + −  

3 3

 
 +  

 . 

( )  Diketahui  m nf f−  konvergen ke 0  untuk setiap ,m n → . 

Diambil sebarang bilangan 0  . Berarti terdapat bilangan asli 0n  

sehingga untuk setiap ,n m N  dengan 0,n m n  berlaku 

n mf f −  . 

Oleh karena itu, diperoleh 

( ) ( ) sup : [ , ]n mf x f x x a b −   . 

Hal ini berakibat untuk setiap [ , ]x a b  berlaku 

( ) ( )n mf x f x −  . 

Artinya bahwa ( ) nf x R  merupakan barisan Cauchy. 

Karena R  lengkap, maka setiap barisan Cauchy akan konvergen katakan 

ke suatu f . 

Jadi, untuk setiap bilangan 0   di atas terdapat bilangan asli 0n  sehingga 

untuk setiap n N  dengan 0n n  berlaku 

nf f −  . 

Oleh karena itu untuk setiap [ , ]x a b  diperoleh 

( ) ( )nf x f x −  . 
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Selanjutnya ditunjukkan bahwa [ , ]f B a b . 

Diambil 1 = , maka ( ) ( ) 1nf x f x−  . 

Karena untuk setiap n N , nf  fungsi terbatas, maka terdapat bilangan 

real 0M   sehingga ( )nf x M  untuk setiap [ , ]x a b . 

Akibatnya 

( ) ( ) ( ) ( )n nf x f x f x f x= − +  

( ) ( ) ( )n nf x f x f x − +  

1 M + . 

Jadi, terdapat bilangan real * 1 0M M= +   sehingga ( ) *f x M  untuk 

setiap [ , ]x a b . 

Jadi, [ , ]f B a b . 

Oleh karena itu, barisan  nf  konvergen seragam ke f  pada [ , ]a b .  □ 

 

Sifat yang dimiliki pada setiap fungsi nf  juga akan dimiliki oleh limit 

fungsinya, asalkan barisan fungsi tersebut konvergen seragam. 

Teorema 2.10 Diketahui barisan   [ , ]nf B a b  konvergen seragam ke f  

pada [ , ]a b . Jika nf  kontinu di [ , ]c a b  untuk setiap n N  , maka f  

kontinu di [ , ]c a b . 

Bukti: Diketahui barisan   [ , ]nf B a b  konvergen seragam ke f  pada 

[ , ]a b . Berarti untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan asli 

( )0 0n n =  sehingga untuk setiap bilangan asli 0n n  dan [ , ]x a b  

berlaku 



Barisan Fungsi 

 

25 

( ) ( )
4

nf x f x


−  . 

Karena nf  kontinu di [ , ]c a b  untuk setiap n N , maka terdapat 

bilangan 0   sehingga untuk setiap [ , ]x a b  dengan x c −   berlaku 

 ( ) ( )
0 4

nf x f x


−  . 

Oleh karena itu untuk setiap [ , ]x a b  dengan x c −   diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0n n n nf x f c f x f x f x f c f c f c−  − + − + −  

4 4 4

  
 + +  

 . 

Jadi, f  kontinu di [ , ]c a b .  □ 

 

Contoh 2.11 Diberikan barisan fungsi  nf  pada [0,2]  dengan rumus 

( )
1

nf x x
n

= +  untuk setiap [0,2]x  dan n N . 

( )1 1f x x= + , 

( )2

1

2
f x x= +  

( )3

1

3
f x x= +  

 

( )
1

nf x x
n

= +  
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Barisan  nf  merupakan barisan Cauchy lebih lanjut barisan  nf  

konvergen seragam  ke ( )f x x=  dan kontinu pada [0,2] . Jelas bahwa 

( )f x x=  kontinu pada [0,2] . 

Diambil sebarang bilangan 0  , sehingga menurut sifat Archimedian 

terdapat bilangan asli 0n  sedemikian sehingga berlaku 
0

1

n
 . 

Oleh karena itu untuk setiap ,m n N  (asumsikan m n ) dan jika 

0,m n n  dan [0,2]x  maka berlaku 

( ) ( )
1 1

n mf x f x x x
n m

   
− = + − +   

   
 

1 1

n m
= −  

0

1 1

n n
    

Jadi,  nf  barisan Cauchy. 

Karena  nf  barisan Cauchy, maka menurut Teorema 2.9 bahwa barisan 

 nf  konvergen seragam. 
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BAB 3 

Ruang Banach 

 

Ruang bernorma adalah ruang vector yang dilengkapi oleh suatu 

norma. Jika ruang bernorma itu lengkap, maka disebut ruang Banach. 

Teori ruang bernorma, khususnya ruang Banach, dan teori operator linear 

merupakan bagian yang paling berkembang dalam analisis fungsional. 

Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap, yaitu setiap 

barisan Cauchy di dalam ruang bernorma itu adalah konvergen. Terkait 

ruang Banach dan ruang dualnya akan dibicarakan terlebih dahulu 

mengenai ruang bernorma (normed space) atas lapangan himpunan semua 

bilangan real R . 

3.1  Ruang Bernorma 

Definisi dari ruang bernorma dan beberapa sifat-sifatnya. 

Definisi 3.1.1 Diketahui X ruang linear (ruang vektor) atas lapangan R . 

Fungsi  . : X R→  yang mempunyai sifat-sifat: 

(N1)  0,x x X    

0x x =  =  

(N2)  ,x x x X =   dan skalar R , dan 

(N3)  , ,x y x y x y X+  +    

disebut norma pada X. 

Jika pada (N1) hanya dipenuhi 0,x x X    dan 0x x=  =  

maka disebut seminorma pada X. 

Selanjutnya pasangan ( ), .X  disebut ruang bernorma (normed space). 
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Dalam hal norma pada X  sudah tertentu, ruang bernorma ( ), .X  cukup 

ditulis ruang bernorma X. 

 

Contoh 3.1.2 Diberikan beberapa contoh ruang bernorma. 

(i) Himpunan semua bilangan riil R  merupakan ruang bernorma 

terhadap norma 

x x= , 

untuk setiap x R . 

Bukti: ditunjukkan untuk setiap ,x y R  dan sebarang R  

memenuhi tiga aksioma tersebut, yaitu 

(N1)  0,x x x R=     

   0 0x x x= =  =  

(N2)  ,x x x x x R   = = =   dan skalar R , dan 

(N3)  , ,x y x y x y x y x y R+ = +  + = +   . 

Jadi, ( ), .R  dengan norma tersebut merupakan ruang bernorma. 

 

(ii) Diberikan nX R=   maka ( ), .nR merupakan ruang bernorma 

terhadap norma 

1

1

,1
n pp

kp
k

x x p
=

 
=    
 
   dan 

1
maks k

k n
x x

  
= . 

(iii)  
1

:
p

p k k

k

X x x x


=

 
= = =   

 
  merupakan ruang bernorma 

terhadap norma  
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1

1

,1
pp

kp
k

x x p


=

 
=    
 
 . 

Selanjutnya   
1

: supk k
k

X x x x


= = =    merupakan ruang 

bernorma terhadap norma  

1

sup .k
k

x x




=  

(iv) Koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b] juga merupakan ruang 

bernorma terhadap norma 

 sup ( ) : [ , ] ,f f x x a b=   

untuk setiap f  fungsi kontinu pada [ , ]a b . 

Bukti: Misalkan [ , ]C a b  merupakan koleksi semua fungsi kontinu 

pada [ , ]a b . 

Untuk setiap , [ , ]f g C a b  dan sebarang skalar R  berlaku 

(N1)  ( ) sup : [ , ] 0, [ , ]f f x x a b f C a b=      

  ( )  ( )sup : [ , ] 0 0, [ , ]f f x x a b f x x a b=  =  =    

f  = . 

(N2)  ( ) sup : [ , ]f f x x a b =   

( ) sup : [ , ]f x x a b =   

, [ , ],f f C a b=    dan skalar R , dan 

(N3)  ( ) ( ) sup : [ , ]f g f x g x x a b+ = +   

( ) ( ) sup : [ , ]f x g x x a b +   
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( )  ( ) sup : [ , ] sup : [ , ]f x x a b g x x a b=  +   

f g= + , , [ , ]f g C a b  . 

Jadi, ( )[ , ], .C a b  dengan norma tersebut merupakan ruang bernorma. 

 

(v) Koleksi semua fungsi terbatas pada [ , ]a b , yaitu [ , ]B a b  merupakan 

ruang bernorma terhadap norma 

 sup ( ) : [ , ] ,f f x x a b= 
 

untuk setiap f [ , ]B a b . 

Bukti: Misalkan [ , ]B a b  merupakan koleksi semua fungsi terbatas 

pada [ , ]a b . 

Untuk setiap , [ , ]f g B a b  dan sebarang skalar R  berlaku 

(N1)  ( ) sup : [ , ] 0, [ , ]f f x x a b f B a b=      

  ( )  ( )sup : [ , ] 0 0, [ , ]f f x x a b f x x a b=  =  =    

f  = . 

(N2)  ( ) sup : [ , ]f f x x a b =   

( ) sup : [ , ]f x x a b =   

, [ , ],f f B a b=    dan skalar R , dan 

(N3)  ( ) ( ) sup : [ , ]f g f x g x x a b+ = +   

( ) ( ) sup : [ , ]f x g x x a b +   

( )  ( ) sup : [ , ] sup : [ , ]f x x a b g x x a b=  +   
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f g= + , , [ , ]f g B a b  . 

Jadi, ( )[ , ], .B a b  dengan norma tersebut merupakan ruang bernorma. 

 

Diberikan definisi ruang metrik dan kaitannya dengan ruang bernorma. 

Definisi 3.1.3 Diketahui himpunan X  . Fungsi : X X R  →  

dikatakan metrik jika memenuhi sifat-sifat: 

(M1)  ( ), 0, ,x y x y X    , 

(M2)  ( ), 0x y x y =  = , 

(M3)  ( ) ( ), , , ,x y y x x y X =   , dan 

(M4)  ( ) ( ) ( ), , , , , ,x y x z z y x y z X   +   . 

Himpunan X  yang dilengkapi metrik   disebut ruang metrik (Metric 

space) dan ditulis ( ),X   atau X  saja asalkan metriknya telah diketahui. 

 

Contoh 3.1.4  Diberikan beberapa contoh ruang metrik. 

(1) Himpunan X R=  , yaitu himpunan semua bilangan real dengan 

( ), , ,x y x y x y R = −    maka ( ),R   ruang metrik. 

Bukti: Ditunjukkan bahwa ( ), , ,x y x y x y R = −    merupakan metrik. 

(i)   ( ), 0, ,x y x y x y X = −    , 

(ii)   ( ), 0x y x y x y = − =  =  

(iii) ( ) ( ) ( ), , , ,x y x y y x y x y x x y X = − = − − = − =   ,  

(iv) ( ) ( ) ( ),x y x y x z z y = − = − + −  
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x z z y − + −  

( ) ( ), , , , ,x z z y x y z X = +    

Karena   merupakan metrik, maka ( ),R   ruang metrik. 

 

(2) Misalkan ( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 2 1 2, , , , , ,X R x x x y y y z z z R= = = =   dengan 

( )
 

( )

1 2 1 2

1

1 2 1 2

max ,

,

, 1
p p p

x x y y

x y

x x y y p



 − −


= 
 − + −   


, 

Maka ( ),X   ruang metrik. 

 

(3) Misalkan ( ) 1 2, ,..., , 1,2,...,n

n iX R x x x x x R i n= = =  =  merupakan 

ruang metrik terhadap metrik 

( )  
1

, maks i i
i n

x y x y
 

= −  

( )

1

1

,
n pp

p i i

i

x y x y
=

 
= − 
 
 . 

Bukti: dibuktikan ( ),nR   ruang metrik. 

(i) ( )  
1

, maks 0i i
i n

x y x y
 

= −   

(ii) ( )  
1

, maks 0 0, 1,2,...,i i i i
i n

x y x y x y i n
 

= − =  − =  =  

, 1, 2,...,i ix y i n =  =  

x y = . 

(iii) ( )     ( )
1 1

, maks maks , , , n

i i i i
i n i n

x y x y y x y x x y R  
   

= − = − =    
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  

 

  

(iv) ( )   ( ) ( ) 
1 1

, maks maksi i i i i i
i n i n

x y x y x z z y
   

= − = − + −  

( ) ( ) 
1

maks i i i i
i n

x z z y
 

 − + −  

   
1 1

maks maksi i i i
i n i n

x z z y
   

 − + −  

( ) ( ), , , , , nx z z y x y z R  = +   . 

 

Lemma 3.1.5 (Ketaksamaan Young) 

Jika 1 ,p q    dan 
1 1

1
p q
+ =  maka untuk setiap bilangan ,   berlaku 

p q

p q

 
  =  + . 

Bukti:  Ambil 

1

1 11p qpy x x y x y− −−=  =  = . 

Perhatikan bahwa 

( ) ( )
1 1

1 1 atau 1p q pq q p q p q p
p q
+ =  + =  = − = −  

Sehingga      Ilustrasi 

1
 atau 1

1

q q
q

p p p
= = −

−
. 

Jadi, 
1

1
1

q
p

= −
−

. 

 

Berdasarkan ilustrasi gambar, 

Luas area di atas kurva + luas area di bawah kurva  =   

1py x −=  
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1 1

0 0

q p

y x

y dy x dx

 

− −

= =

= +   

0 0

1 1q py x
q p

 

= +  

q p

q p

 
= + . 

 

Lemma 3.1.6 (Ketaksamaan Holder) 

Jika ( ) ( )1 2 1 2, ,..., , , ,..., n

n nx x x x y y y y R= =   dan 1 ,p q    dengan 

1 1
1

p q
+ = , maka 

1 1

n n

i i i i p q
i i

x y x y x y
= =

   , 

dengan 

1

1

n pp

ip
i

x x
=

 
=  
 
  dan 

1

1

n qq

iq
i

y y
=

 
=  
 
 . 

Bukti: Menurut ketaksamaan segitiga berlaku bahwa 

, ,a b a b a b R+  +   , maka jelas bahwa 

1 1

n n

i i i i

i i

x y x y
= =

  . 

Selanjutnya diperlihatkan bahwa 

1

1 1

1

n

i in n
i ii

i i p q
i ip q p q

x y
x y

x y x y
x y x y

=

= =

  
    = 
  
  


  . 

Menurut Ketaksamaan Young 
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1 1

1 1
p q

n n
i i i i

i ip q p q

x y x y

x y p x q y= =

       
        +
       

       

   

1 1

1 1 1 1
p q

n n
p q

i i

i ip q

x y
p x q y= =

   
   = +
   
   

   

1 1

p q
= +  

1= . 

Jadi, 
1 1

1
n n

i i

i i p q
i ip q

x y
x y x y

x y= =

  
     
  
  

  . 

 

Lemma 3.1.7 (Ketaksamaan Minskowski) 

Jika , nx y R  dan 1p  , maka 
p p p

x y x y+  + , dengan 

1
maks ip i n

x x
 

=  dan 
1

maks ip i n
y y

 
= . 

Bukti: Untuk setiap ( ) ( )1 2 1 2, ,..., , , ,..., n

n nx x x x y y y y R= =  , 

didefinisikan 

( ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,...,n nx y x x x y y y+ = +  

( )1 1 2 2, ,..., n nx y x y x y= + + + . 

Kasus p =   

   
1 1

maks maksi i i i
i n i n

x y x y x y
    

+ = +  +  

   
1 1

maks maksi i
i n i n

x y
   

 +  

x y
 

= + . 



Ruang Banach 

 

36 

Kasus 1p =  

( )

1

1

1
1 1 1

n n n

i i i i i i

i i i

x y x y x y x y
= = =

 
+ = + = +  + 

 
    

1 1

n n

i i

i i

x y
= =

 +   

1 1
x y= + . 

Kasus 1 p    

Ambil 
1 1

1
q p
= − , maka 

( )
1 1p p p

i i i i i i i i i ix y x y x y x y x y
− −

+ = + +  + +  

1 1p p

i i i i i ix x y y x y
− −

= + + +  

Sehingga 

1 1

1 1 1

n n n
p p p

i i i i i i i i

i i i

x y x x y y x y
− −

= = =

+  + + +   . 

Menurut Ketaksamaan Holder diperoleh 

( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

n n n n np q p qp p p q p p q

i i i i i i i i

i i i i i

x y x x y y x y
− −

= = = = =

       
+  + + +       

       
      

( )

1 1 1

1

1 1 1

n n np p qp p p q

i i i i

i i i

x y x y
−

= = =

 
      = + +            
 

    

( )
1

1

n qp

i ip p
i

x y x y
=

 
= + + 

 
 , karena 

( )
1 1

1 1p q p
p q

= −  + = . 
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Jadi, 

( ) ( )
1

1

1

1
1

1

n
p

i i n qpi
i ip p p p

in qp

i i

i

x y

x y x y x y

x y

−

=

=

=

+
 

 +  +  + 
  

+ 
 






 

1

1

n pp

i i p p
i

x y x y
=

 
 +  + 

 
  

p p p
x y x y +  + . 

 

Contoh 3.1.8 Diberikan contoh beberapa ruang metrik. 

(1) Misalkan ( ) 1 2, ,..., , 1,2,...,n

n iX R x x x x x R i n= = =  =  merupakan 

ruang metrik terhadap metrik 

( )

1

1

,
n pp

p i i p
i

x y x y x y
=

 
= − = − 
 
 . 

Bukti: 

(i)   ( )

1

1

, 0
n pp

p i ip
i

x y x y x y
=

 
= − = −  

 
 , , nx y R   

(ii)  ( )

1

1

, 0
n pp

p i ip
i

x y x y x y
=

 
= − = − = 

 
  

0, 1,2,...,i ix y i n − =  =  

, 1, 2,...,i ix y i n =  =  

x y = . 
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(iii) ( )

1

1

,
n pp

p i ip
i

x y x y x y
=

 
= − = − 

 
  

( )

1

1

,
n pp

i i pp
i

y x y x y x
=

 
= − = − = 
 
 ,  

, nx y R   

(iv) ( ) ( ) ( ),p p p
x y x y x z z y = − = − + −  

( ) ( ), ,p pp p
x z z y x z z y  − + − = + ,  

, , nx y z R  . 

Jadi, nX R=  merupakan ruang metrik terhadap metrik 

( )

1

1

,
n pp

p i i p
i

x y x y x y
=

 
= − = − 
 
 . 

 

(2) Misalkan  ,c a b  koleksi semua fungsi kontinu pada [ , ]a b , 

merupakan ruang metrik terhadap metrik  , 

(i) ( ) ( ) ( ),

b

a

f g f x g x dx = −  

(ii) ( ) ( ) ( ) 
[ , ]

, sup
x a b

f g f x g x


= − . 

 

Himpunan semua bilangan real R  merupakan ruang metrik biasa (usual) 

terhadap metrik 

( ), , ,x y x y x y R = −   . 
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Sebarang himpunan X  merupakan ruang metrik diskrit terhadap metrik 

diskrit 

( )
1, jika 

,
0, jika 

x y
x y

x y



= 

=
. 

 

Teorema 3.1.9 Setiap ruang bernorma ( ), .X  merupakan ruang metrik 

( ),X d  terhadap metrik d, 

 ( , ) , , .
X

d x y x y x y X= −  
 

Bukti: Diketahui ( ),X   ruang bernorma, maka 

(M1)  ( ), 0, ,d x y x y x y X= −    , 

(M2)  ( ), 0 0d x y x y x y x y= − =  − =  = , 

(M3)  ( ) ( )( ) ( ), 1 1 ,d x y x y y x y x y x d y x= − = − − = − − = − =  

,x y X  , dan 

(M4)  ( ) ( ) ( ),d x y x y x z z y= − = − + −  

( ) ( ), , , , ,x z z y d x z d z y x y z X − + − = +   . 

Terbukti bahwa setiap ruang bernorma merupakan ruang metrik. □ 

 

Lemma 3.1.10 (Translasi Invarian)  Metrik   yang diinduksi oleh 

norma pada ruang bernorma X  memenuhi 

(i) ( ) ( ), ,x a y a x y + + =  

(ii) ( ) ( ), ,x y x y    =  

untuk setiap ,x y X  dan setiap skalar  . 
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Bukti: Melalui metrik 

( ),x y x y = − , untuk setiap ,x y X . 

Sehingga untuk setiap ,x y X dan skalar    diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( ), ,x a y a x a y a x y x y + + = + − + = − =  

( ) ( ) ( ), ,x y x y x y x y x y        = − = − = − = .     □ 

 

Ruang Banach merupakan ruang bernorma yang lengkap, yaitu setiap 

barisan Cauchy di dalamnya adalah barisan yang konvergen. 

Definisi 3.1.11 Diketahui ruang bernorma X . Barisan  nx X  

dikatakan konvergen ke x X  jika untuk setiap bilangan 0   terdapat 

bilangan asli 0n  sehingga untuk setiap n N  dengan 0n n  berlaku 

nx x −  . 

Definisi 3.1.12 Diketahui ruang bernorma X . Barisan  nx X  

dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap bilangan 0   terdapat 

bilangan asli 0n  sehingga untuk setiap ,m n N  dengan 0,m n n  berlaku 

n mx x −  . 

  

Setiap barisan konvergen di dalam ruang bernorma merupakan 

barisan Cauchy. Akan tetapi setiap barisan Cauchy di dalam ruang 

bernorma belum tentu konvergen. Jika setiap barisan Cauchy di dalam 

ruang bernorma adalah konvergen, maka ruang bernorma tersebut 

dikatakan lengkap. 

Teorema 3.1.13 Setiap barisan konvergen pada ruang bernorma X  

merupakan barisan Cauchy. 
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Bukti: Diambil barisan  nx X  konvergen ke x X . Berarti untuk 

untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan asli 0n  sehingga untuk 

setiap ,m n N  dengan 0,m n n  berlaku 

3
nx x


−   dan 

3
mx x


−  . 

Akibatnya untuk setiap bilangan asli ,m n N  dengan 0,m n n  berlaku 

n m n mx x x x x x− = − + −  

n mx x x x − + −  

3 3

 
 +  

 . 

Jadi, barisan   nx X  merupakan barisan Cauchy.  □ 

 

Definisi 3.1.14 Ruang bernorma X  dikatakan lengkap (complete) jika 

setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen. Ruang bernorma yang 

lengkap disebut ruang Banach. 

Jika ada barisan Cauchy di dalam ruang bernorma yang tidak konvergen, 

maka ruang bernorma itu dikatakan tidak lengkap atau bukan merupakan 

ruang Banach. 

 

Contoh 3.1.15  Koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b]  merupakan ruang 

Banach terhadap norma 

 sup ( ) : [ , ] .f f x x a b= 
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Bukti: Telah ditunjukkan bahwa koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b] 

dinotasikan  ,C a b  terhadap norma tersebut merupakan ruang bernorma. 

Sekarang akan ditunjukkan bahwa sebarang barisan Cauchy di  ,C a b  

konvergen ke suatu fungsi di  ,C a b . 

Diambil sebarang barisan Cauchy    ,nf C a b , yaitu 

 1 2 3, , ,... ,f f f C a b . Oleh karena itu untuk sebarang bilangan 0   

terdapat bilangan asli 0n  sedemikian sehingga untuk setiap bilangan asli 

0,m n n  berlaku 

( )  , sup ( ) ( ) : [ , ] .
5

m n m n m nd f f f f f x f x x a b


= − = −    

Hal ini berarti bahwa jika 0,m n n  berlaku 

( ) ( )
5

m nf x f x


−  , 

untuk setiap [ , ]x a b . 

Oleh karena itu untuk setiap  [ , ]x a b  barisan ( ) nf x  merupakan 

barisan Cauchy di R . Karena R  lengkap, maka barisan Cauchy tersebut 

konvergen di R . Katakan konvergen ke ( )f x R . 

Jadi, untuk setiap [ , ]x a b  terdapat ( )f x R  sehingga  

( ) lim ( )n
n

f x f x
→

= . 

Diperoleh juga bahwa untuk setiap 0n n  berlaku 

( ) ( )
5

nf x f x


−  . 
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Hal ini menunjukkan bahwa f  merupakan fungsi yang terdefinisi pada 

[ , ]a b . Akan ditunjukkan fungsi [ , ]f C a b . 

Karena  1 2 3, , ,... ,f f f C a b , maka untuk setiap n N  fungsi nf  kontinu 

pada [ , ]a b . Lebih lanjut, nf  kontinu seragam pada [ , ]a b . 

Oleh karena itu, untuk sebarang 0   tersebut di atas terdapat bilangan 

0   yang tidak bergantung pada [ , ]x a b  sehingga jika , [ , ]x y a b  dan 

x y −   berlaku 

( ) ( )
5

n nf x f y


−  . 

Jadi, untuk sebarang 0   tersebut di atas terdapat bilangan 0   

sehingga jika , [ , ]x y a b  dan x y −   berlaku 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nf x f y f x f x f x f y−  − + −  

( ) ( )nf y f y+ −  

5 5 5

  
 + +  

 . 

Hal ini menunjukkan bahwa fungsi f  kontinu pada [ , ]a b . 

Jadi, [ , ]f C a b . 

Jadi, [ , ]C a b  merupakan ruang Banach. 

 

Contoh 3.1.16 Koleksi semua fungsi kontinu pada [a,b]  bukan ruang 

Banach terhadap norma 

1
( ) .

b

a

f f x dx=    
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Bukti: Dapat ditunjukkan bahwa [ , ]C a b  dengan norma tersebut 

merupakan ruang bernorma. Akan ditunjukkan dengan norma tersebut, 

[ , ]C a b  bukan merupakan ruang Banach (tidak lengkap). Artinya ada 

barisan Cauchy di [ , ]C a b  tetapi tidak konvergen. 

Untuk setiap n N  didefinisikan 

( )

1
, 0

1
1, 1

n

nx x
n

f x

x
n


 

= 
  


. 

Diperoleh 
1 1

0, ( ,1]nf C C
n n

 
  

 
. 

( ) ( )
_ _

1 1 1

lim lim 1 limn n

x x x
n n n

f x nx f x
+

→ → →

= = = . 

Jadi, ( )
1

1
lim 1n n
x

n

f x f
n→

 
= =  

 
. 

Oleh karena itu diperoleh [0,1]nf C  untuk setiap n N . 

Diambil sebarang ,m n N , asumsikan m n  maka 

( ) ( ) ( )
1

0

,m n m n m nf f f f f x f x dx = − = −  

1 1 1

2 n m

 
= − 

 
 

2

m n

mn

−
=  

m

mn
  

1

n
= . 
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Diberikan bilangan 0  , maka menurut sifat Achimedian terdapat 

bilangan asli 0n  sedemikian sehingga 
0

1

n
 . 

Jadi, untuk setiap 0,m n n  diperoleh 

( )
0

1 1
,m n m nf f f f

n n
 = −    . 

Hal ini menunjukkan bahwa  nf  barisan Cauchy di [0,1]C . 

Sekarang ditunjukkan  nf  barisan Cauchy di [0,1]C  tidak konvergen di 

[0,1]C . 

Andaikan  nf  konvergen ke [0,1]f C , maka 

( ) ( ) ( )
1

0

lim , 0 lim 0n n
n n

f f f x f x dx
→ →

=  − =  

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

10

lim lim 0
n

n n
n n

n

f x f x dx f x f x dx
→ →

 − + − =  . 

Diperoleh ( ) ( )

1

0

lim 0
n

n
n

f x f x dx
→

− =  dan ( ) ( )
1

1

lim 0n
n

n

f x f x dx
→

− = . 

( ) ( ) ( )

1 1

0 0

lim 0 lim 0
n n

n
n n

f x f x dx nx f x dx
→ →

− =  − =  , 

diperoleh ( ) 0, 0f x x= = . 

( ) ( ) ( )
1 1

1 1

lim 0 lim 1 0n
n n

n n

f x f x dx f x dx
→ →

− =  − =  , 

diperoleh ( ) 1, (0,1]f x x=  . 
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Jadi, ( )
0, 0

1, (0,1]

x
f x

x

=
= 


. 

Hal ini jelas bahwa ( )f x  tidak kontinu di 0x = . Jadi [0,1]f C . Oleh 

karena itu, [0,1]C  dengan norma tersebut bukan merupakan ruang Banach. 

 

Contoh 3.1.17 Diberikan nX R=  maka nR  merupakan ruang Banach 

terhadap norma 

1

1

,1
n pp

kp
k

x x p
=

 
=    
 
   dan 

1
maks k

k n
x x

  
= . 

 

3.2 Fungsi Kontinu pada Ruang Bernorma 

Telah diketahui setiap ruang bernorma merupakan ruang metrik. 

Seperti halnya pembicaraan fungsi kontinu pada ruang metrik. 

Berdasarkan konsep tersebut, dikembangkan dan dibicarakan fungsi 

kontinu linear dari ruang bernorma ke ruang bernorma lain. Berikut ini 

definisi fungsi kontinu dan fungsi linear pada suatu ruang bernorma. 

Definisi 3.2.1 Diberikan dua ruang bernorma X dan Y. Fungsi :f X Y→  

dikatakan linear jika memenuhi 

(i) ( ) ( ) ( ), ,f x y f x f y x y X+ = +    dan 

(ii) ( ) ( ),f x f x x X =    dan skalar .  

 

Definisi 3.2.2 Diberikan dua ruang bernorma X dan Y. Fungsi :f X Y→  

dikatakan kontinu di x X   jika untuk setiap bilangan 0   ada bilangan 

0   sehingga jika y X  dan 
X

x y −   berakibat 
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( ) ( ) .
Y

f x f y −   

Selanjutnya fungsi f  dikatakan kontinu pada A X  jika  f  kontinu di 

setiap x A . 

 

Bilangan 0   pada Definisi 3.2.2 selain bergantung pada   juga 

pada x X . Jika ada bilangan 0   yang hanya ditentukan oleh bilangan 

 , maka diperoleh definisi kontinu seragam. 

Definisi 3.2.3 Diberikan dua ruang bernorma X dan Y. Fungsi :f X Y→  

dikatakan kontinu seragam pada A X   jika untuk setiap bilangan 0   

ada bilangan ( ) 0  =   sehingga  

( ) ( )
Y

f x f y −   

untuk setiap ,x y A  dengan x y −  . 

Jika fungsi f  kontinu seragam pada X , maka fungsi f  tersebut kontinu 

pada X . Sedangkan sebaliknya belum tentu berlaku. 

 

Berikut, beberapa teorema yang berkaitan dengan fungsi kontinu. 

Teorema 3.2.4 Diketahui X dan Y dua ruang bernorma. Fungsi 

:f X Y→ kontinu di c X  jika dan hanya jika untuk setiap barisan 

 nx X  konvergen di c X  berakibat barisan  ( )nf x  konvergen ke 

( )f c . 

Bukti: Diketahui fungsi f  kontinu di c X . Ditunjukkan untuk setiap 

barisan  nx X  konvergen di c X  berakibat barisan  ( )nf x  

konvergen ke ( )f c . 
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Diambil sebarang barisan  nx X  konvergen di c X . Karena fungsi 

f  kontinu di c X , maka untuk sebarang bilangan 0   terdapat 

bilangan 0   sedemikian sehingga jika x X  dengan sifat x c −   

berlaku 

( ) ( )f x f c −  . 

Untuk 0   di atas, karena barisan  nx X  konvergen di c X  maka 

terdapat bilangan asli 0n  sedemikian sehingga untuk setiap bilangan asli 

0n n  berlaku 

nx c −  . 

Oleh karena itu, jika 0n n  maka nx c −   sehingga 

( ) ( )nf x f c −  . 

Jadi, barisan  ( )nf x  konvergen ke ( )f c . 

Sebaliknya diketahui untuk setiap barisan  nx X  konvergen di c X  

berakibat barisan  ( )nf x  konvergen ke ( )f c  dan ditunjukkan fungsi f  

kontinu di c X . 

Andaikan fungsi f  tidak kontinu di c X . Jadi terdapat 0 0   sehingga 

untuk setiap 0   terdapat x X  dengan sifat x c −   akan tetapi 

( ) ( ) 0f x f c −  . 

Hal ini berarti untuk setiap n N  terdapat nx X  dengan sifat 

nx c −   akan tetapi 

( ) ( ) 0nf x f c −  . 
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Kontradiksi dengan yang diketahui. 

Jadi yang benar fungsi f  kontinu di c X .  □ 

 

Teorema 3.2.5 Jika X dan Y masing-masing ruang bernorma dan 

:f X Y→ fungsi linear maka pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen : 

(i). f kontinu pada X, 

(ii). f  kontinu di ,X   

(iii). f  kontinu di  setiap 0 ,x X  

(iv). Himpunan  ( ) : , 1
Y X

f x x X x   terbatas, dan 

(v). Terdapat bilangan 0M  sehingga ( ) ,
Y X

f x M x x X   . 

Bukti: ( ) ( )i ii  cukup jelas. 

( ) ( )ii iii , yaitu diketahui fungsi f  kontinu di X  . Ditunjukkan 

fungsi  f kontinu di setiap 0x X . 

Diambil sebarang x X  dan sebarang barisan  nx X  konvergen ke x

. Maka barisan      n nx x x x− = −  konvergen ke X  . 

Menurut yang diketahui, ( ) ( )lim n
n

f x x f Y 
→

− = =  . 

Karena fungsi :f X Y→  fungsi linear, maka 

( ) ( ) ( ) ( )lim limn n
n n

f x f x f x x f  
→ →

− = − = = . 

Diperoleh ( ) ( )lim n
n

f x f x
→

= . 

Jadi, fungsi f kontinu di setiap x X . 
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( ) ( )iii iv , yaitu diketahui fungsi f kontinu di setiap 0x X  dan 

ditunjukkan himpunan  ( ) : , 1
Y X

f x x X x   terbatas. 

Andaikan himpunan   ( ) : , 1
Y X

f x x X x   tidak terbatas. Berarti 

untuk setiap bilangan asli n  terdapat nx X  dengan 1nx   sehingga 

( )nf x n . 

Diperoleh barisan  nx X  dengan ( )lim n
n

f x
→

=  . 

Untuk setiap n N  dibentuk n
n

x
z

n
= . 

Diperoleh barisan  nz X  konvergen ke  , yaitu 

1
lim lim lim 0n

n n
n nn

x
z x

n n→ →→

= = = . 

Karena fungsi f  kontinu di   maka diperoleh 

( ) ( )
( )

lim lim lim
nn

n
n n n

f xx
f z f f

n n
  

→ → →

 
= =  = = 

 
. 

Hal ini berarti terdapat bilangan 0M   sehingga ( )nf x M  untuk 

setiap n N . Kontradiksi. 

Pengandaikan harus diingkar dan yang benar himpunan 

 ( ) : , 1
Y X

f x x X x   terbatas. 

 

( ) ( )iv v , yaitu diketahui himpunan  ( ) : , 1
Y X

f x x X x   

terbatas dan ditunjukkan terdapat bilangan 0M  sehingga 

( ) ,
Y X

f x M x x X   . 
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Karena himpunan  ( ) : , 1
Y X

f x x X x   terbatas, maka terdapat 

bilangan 0M   sehingga untuk setiap z X  dengan 1z   berlaku 

( )f z M . 

Diambil sebarang x X  dan x  . 

Dibentuk 
x

y X
x

=  , diperoleh 1y =  dan 

( ) ( )
1x

f y f f x M
x x

 
= =   

 
. 

Jadi, ( )f x M x . 

Jadi terdapat bilangan 0M  sehingga ( ) ,
Y X

f x M x x X   . 

 

( ) ( )v i , yaitu diketahui terdapat bilangan 0M  sehingga 

( ) ,
Y X

f x M x x X    dan ditunjukkan fungsi f  kontinu pada X . 

Menurut yang diketahui, untuk setiap ,x y X  diperoleh 

( ) ( ) ( )f x f y f x y M x y− = −  − . 

Diambil sebarang bilangan 0   dan pilih 0
1M


 = 

+
, maka untuk 

setiap ,x y X  dengan sifat x y −   berlaku 

( ) ( )
1

f x f y M x y M
M


−  −  

+
. 

Jadi, fungsi f  kontinu pada X . □ 
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Berdasarkan Teorema 3.2.5 dapat dikatakan bahwa  fungsi linear f  

kontinu pada X  jika dan hanya jika f  terbatas pada X . 

Selanjutnya dibentuk ( ),c X YL yaitu koleksi semua fungsi linear 

kontinu dari ruang bernorma X  ke ruang bernorma Y. Dapat ditunjukkan 

bahwa ( ),c X YL  merupakan ruang linear. Sifat ( ),c X YL diuraikan 

sebagai berikut. 

Teorema 3.2.6 Koleksi ( ),c X YL  merupakan ruang bernorma terhadap 

norma . : 

 sup ( ) : , 1f f x x X x=   atau

 inf 0 : ( ) ,f M f x M x x X=     

untuk setiap ( ),cf X YL . 

Bukti: Ditunjukkan bahwa .  merupakan norma pada ( ),c X YL . 

 (N1). Untuk setiap ( ),cf X YL diperoleh 

 sup ( ) : , 1 0f f x x X x=     

Selanjutnya  sup ( ) : , 1 0 ,f f x x X x f =   =  =  

(N2). Jika   skalar dan ( ),cf X YL  maka ( ),cf X Y L  dan 

 sup ( )( ) : , 1f f x x X x =    

 sup ( ) : , 1f x x X x=    

 sup ( ) : , 1f x x X x=    

,f=  
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(N3). Jika ,f g  ℒc(X,Y) maka ( )( ) ,cf g X Y+ L  dan 

 sup ( )( ) : , 1f g f g x x X x+ = +    

 sup ( ( ) ( ) : , 1f x g x x X x +    

   sup ( ) : , 1 sup ( ) : , 1f x x X x g x x X x   +    

.f g= +  

Jadi terbukti bahwa ( ),c X YL ruang bernorma terhadap norma tersebut di 

atas.  □ 

 

Teorema 3.2.7 Jika diberikan ( ),c X YL  maka 

(i)  sup ( ) : , 1 .f f x x X x=    

(ii) Jika  X   maka  sup ( ) : , 1 .f f x x X x=  =  

(iii) Untuk setiap ,x X ( ) .f x f x  

(iv) Jika 0M  , ( )f x M x  maka f M . 

Bukti: (i) katakan  sup ( ) : , 1k f x x X x=   . 

Perhatikan bahwa    ( ) : , 1 ( ) : , 1f x x X x f x x X x     . 

Diperoleh 

k f . 

Diambil sebarang x X  dengan 1x  . 

Untuk sebarang 0   dibentuk 
x

y
x 

=
+

 sehingga 
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1 1
xx

y x y
x x 

= =    
+ +

. 

Oleh karena itu ( ) ( ) : 1f y f x x  . 

( ) ( ) ( ) ( )
1

f y f x k f x k x
x




=    +
+

. 

Karena berlaku untuk sebarang 0  , maka 

( )f x k x  

( )   sup : 1 sup : 1f x x k x x    

f k . 

Karena f k  dan k f , maka  sup ( ) : , 1f k f x x X x= =   . 

 

(ii) Diketahui X  . Katakan  sup ( ) : , 1k f x x X x=  = . 

Karena    ( ) : , 1 ( ) : , 1f x x X x f x x X x =     maka 

. k f . 

Untuk 
x

y
x

=  diperoleh 1
x

y
x

= = . 

Akibatnya 

( )
x

f y k f k
x

 
    

 
 

( )f y k x  . 

Sehingga 
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   sup ( ) : , 1 sup : , 1f x x X x k x x X x      

 sup :f k x x    

Jadi,  f k . 

Karena f k  dan k f , maka  sup ( ) : , 1f k f x x X x= =  = . 

 

(iii) Jika x =  maka ( ) ( ) 0 0f x f f = = =  . 

x  Jika x  , didefinisikan 
x

y
x

=  diperoleh 1
x

y
x

= = . 

Akibatnya 

( )
x

f y f f f
x

 
    

 
 

( )f x f x  . 

Jadi, untuk setiap x X , ( )f x f x . 

(iv) Diambil 0M   sebarang dengan ( )f x M x  untuk setiap x X

. 

( )   sup : 1 sup : 1f x x M x x    

f M  . 

Jadi, f M .  □ 
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Teorema berikut menyatakan bahwa ( ),c X YL  lengkap tergantung 

kepada ruang bernorma Y. ( ),c X YL  merupakan ruang Banach jika Y  

ruang Banach. 

Teorema 3.2.8 Jika Y ruang Banach maka ( ),c X YL  ruang Banach. 

Bukti: Diambil sebarang barisan Cauchy  nf  ( ),c X YL . 

Berarti untuk sebarang bilangan 0   terdapat bilangan asli 0n  sehingga 

jika 0,m n n  berlaku 

m nf f −   

Diperoleh, m nf f−   ( ),c X YL . 

Untuk setiap x X  dan 0,m n n  diperoleh 

( ) ( ) ( )( )m n m nf x f x f f x− = −  

.m nf f x x −   

Jadi untuk setiap x X ,  ( )nf x  barisan Cauchy di Y.  Karena Y ruang 

Banach maka untuk setiap x X ,  ( )nf x  konvergen katakan ke y Y . 

Jadi untuk setiap x X  terdapat  y Y  sehingga lim ( )n
n

y f x
→

= . 

Karena ketunggalan limit, didefinisikan fungsi :f X Y→  dengan rumus: 

( ) lim ( ),n
n

f x f x x X
→

=   . 

Ditunjukkan fungsi f  linear dan kontinu (terbatas)  pada X . 

Fungsi f  linear, sebab untuk setiap skalar , R   dan ,x y X diperoleh 

x y X +  dan 

( ) lim ( )n
n

f x y f x y   
→

+ = +  



Ruang Banach 

 

57 

   lim ( ) lim ( )n n
n n

f x f y 
→ →

= +  

( ) ( )f x f y = +  

Karena  nf  barisan Cauchy di ( ),c X YL  maka  nf  terbatas. Jadi ada 

bilangan 0M   sehingga , .nf M n   

Karena untuk setiap x X ,  ( )nf x  konvergen ke ( )f x Y . Akibatnya 

 ( )nf x  konvergen ke ( )f x . 

Dengan demikian 

( )nf x M x  

sehingga lim ( )n
n

f x M x
→

  

lim ( ) ( )n
n

f x M x f x M x
→

   . 

Hal ini berarti f  terbatas. Jadi ( ),cf X YL . 

Selanjutnya 

lim ( ) ( )n
n

f x f x
→

=  untuk setiap bilangan 0   terdapat 0n   

sehingga jika 0n n   berlaku  ( ) ( ) .nf x f x −   

Khusus untuk 1x  , maka 

 sup ( )( ) : , 1n nf f f f x x X x− = −    

 sup ( ) ( ) : , 1 .nf x f x x X x = −     

Jadi  terbukti lim n
n

f f
→

= , yaitu barisan Cauchy {fn} konvergen ke f. 

Dengan demikian terbukti bahwa ( ),c X YL  ruang Banach. □ 
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3.3 Ruang Dual 

Menurut Teorema 3.2.8, jika Y  ruang Banach maka ( ),c X YL  ruang 

Banach. Jadi jika Y R=   dan karena R  lengkap (ruang Banach), maka 

( ),c X RL  ruang Banach. 

Definisi 3.3.1 Diketahui X ruang bernorma. Dual dari ruang bernorma X, 

ditulis ( )* ,cX X R= L  ,dengan R  sebagai lapangan dari ruang linear X. 

Jadi ( )* ,cX X R= L koleksi semua fungsional linear dan kontinu pada X. 

 

Teorema 3.3.2 Ruang dual *X  dari ruang bernorma X  merupakan 

ruang Banach. 

Bukti: Menurut Teorema 3.2.8, karena R  lengkap (ruang Banach), maka 

( )* ,cX X R= L  ruang Banach. □ 

 

Untuk setiap ( ),cf X RL  merupakan fungsional linear kontinu dari 

ruang bernorma X  ke lapangan R  dan f  ini sering disebut fungsional 

linear kontinu pada X .  Sedangkan untuk setiap anggota dari 

( ) ( ),c cX X X=L L  disebut operator (fungsi) linear kontinu pada X . 

( )c XL  merupakan ruang Banach jika X  ruang Banach. 

 

Contoh 3.3.3 Diberikan contoh ruang Banach dan ruang dualnya. 

(1) Jika 1X L= maka dualnya ( )
**

1 .X L L= =  

(2) Jika X R=  maka dualnya adalah ( )
** .X R R= =  

(3) Ruang dual dari nR  adalah nR . 
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Bukti: Dual dari 1X L=  adalah ( )
**

1X L L= = , yaitu *

1L L= . 

Untuk setiap  ny y L=    dibentuk fungsional 
yf  pada 1L  oleh 

( )
1

y n n

n

f x x y


=

= . 

Diperoleh bahwa 
yf  linear dan kontinu, yaitu untuk sebarang 

    1,n nx x z z L= =   dan sebarang skalar c R  berlaku 

( ) ( )
1

y n n n

n

f x z x z y


=

+ = +  
( ) ( )y yf x f z= +  dan  

( ) ( ) ( )
1

y n n y

n

f cx cx y cf x


=

= = .

 

 

Selanjutnya untuk setiap   1nx x L=   berlaku 

( )
1

y n n

n

f x x y


=

=   1
x y


 . 

Jadi setiap  ny y L=   menentukan dengan tunggal fungsional linear 

kontinu 
yf  pada 1L , atau *

1L L  . 

Sebaliknya, diambil sebarang fungsional linear kontinu f  pada 1L . Untuk 

setiap   1nx x L=   dapat direpresentasikan oleh 

1

n n

n

x x e


=

= , 

dengan 
ke 

0,..., 1 ,0,...,0n

n

e
 

=  
 

. 

Karena f  linear, maka diperoleh 
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( ) ( )
1 1

n n n n

n n

f x f x e x f e
 

= =

 
= = 

 
  . 

Hal ini berarti bahwa ( )f x  merupakan kombinasi linear dari barisan 

bilangan ( ) nf e  atau fungsional linear kontinu f  bergantung pada 

barisan bilangan ( ) nf e . 

Selanjutnya karena f  kontinu, maka ( )f x  terbatas, yaitu ( )f x   . 

Menurut Ketaksamaan Cauchy-Schwartz, diperoleh 

( )
1

n n

n

f x f x e


=

 
=  

 
 ( )( )

1

n n

n

x f e


=

=  ( )
1 1

sup nL
n

x f e


 . 

Supaya ( )f x  terbatas, maka haruslah ( )
1

sup n
n

f e


  . Hal ini berarti 

bahwa ( ) ny f e L=  . 

Jadi, setiap fungsional linear kontinu f  pada 1L  menentukan dengan 

tunggal vektor ( ) ny f e L=  , yaitu *

1L L . 

Jadi, karena *

1L L   dan *

1L L , maka *

1L L= . □ 
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BAB 4 

Partisi dan Jumlahan Riemann-Stieltjes 

 

Pada teori integral dikenal dua proses pengintegralan, yaitu secara 

deskriptif dan secara konstruktif. Integral deskriptif didefinisikan sebagai 

anti-derivatif (anti turunan), konsekuensi dari type integral ini bahwa 

fungsi-fungsi yang mempunyai turunan dapat diintegralkan. Contoh 

integral type deskriptif adalah integral Newton. Sedangkan integral 

konstruktif didefinisikan secara konstruktif, artinya dibangun berdasarkan 

partisi. Integral ini salah satunya dibangun berdasarkan partisi yang 

dikenal sebagai integral tipe Riemann. Seperti integral Riemann, integral 

McShane, integral Henstock dan lain sebagainya. Integral type Riemann 

ini dikontruksi berdasarkan partisi, seperti partisi Riemann, partisi 

Lebesgue, atau partisi Perron  -fine. 

 

4.1  Partisi Perron  -fine 

Dalam bagian ini diberikan definisi dari partisi kemudian ditunjukkan 

eksistensi dari partisi Perron  − fine pada [ , ]a b . 

Definisi 4.1.1 Diberikan 1 2, ,..., nD D D  interval yang tidak saling tumpang-

tindih di dalam [ , ]a b R  dan 1 2, ,..., nx x x  di dalam [ , ]a b R . Himpunan 

interval-titik ( )   1 1 2 2, ( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x D x= =D disebut partisi 

Lebesgue pada  [ , ]a b R  jika 1 2 ... [ , ]nD D D a b   = . 

(i) Jika ( ) ,D x=D partisi Lebesgue pada  [ , ]a b  dan i ix D  untuk 

setiap i, maka D  disebut partisi Perron pada [ , ]a b  . 
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(ii) Jika terdapat fungsi positif δ pada [ , ]a b , ( ) ,D x=D
 
partisi 

Lebesgue pada [ , ]a b  sehingga ( ), ( )i i iD B x x  untuk setiap i, di 

sebut partisi Lebesgue (McShane) δ-fine pada  [ , ]a b . 

(iii) Jika ( ) ,D x=D partisi Lebesgue δ-fine pada  [ , ]a b   dan i ix D  

untuk setiap i, maka D  disebut partisi Perron δ-fine pada  [ , ]a b . 

 

Berdasarkan Definisi 4.1.1, pada partisi Lebesgue ( ) ,D x=D , ix  

tak perlu anggota iD  untuk setiap i, sedangkan pada partisi Perron 

haruslah ,i ix D i  . Hal ini berarti bahwa setiap partisi Perron merupakan 

partisi Lebesgue. 

Dapat dikatakan juga bahwa koleksi pasangan interval -titik

( )   1 1 2 2, ( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x D x= =D  disebut 

(i) Partisi Perron 𝛿-fine pada [ , ]a b  jika ( ), ( )i i iD B x x  dan 

,i ix D  ( 1,2,..., )i i n =  dengan 
0 0 ,i jD D i j =    dan 

1

[ , ] .
n

i

i

D a b
=

=  

(ii) Partisi Perron 𝛿-fine di dalam [ , ]a b  jika ( ), ( )i i iD B x x  dan 

,i ix D  ( 1,2,..., )i i n =  dengan 
0 0 ,i jD D i j =    dan 

1

[ , ] .
n

i

i

D a b
=

  
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Selanjutnya, ix  dengan ( , )i iD x D  disebut titik terkait dari iD  

(associated point of iD  ) dan ( , )i iD x D  disebut selang  -fine dengan 

titik terkait ix . 

 

Teorema berikut menyatakan eksistensi partisi Perron 𝛿-fine pada 

[ , ]a b R . 

Teorema 4.1.2 Untuk setiap fungsi positif :[ , ]a b R →  terdapat partisi 

Perron 𝛿-fine pada [ , ]a b . 

Bukti: Diberikan [a,b]  R  dan fungsi positif   pada [a,b]. 

Selanjutnya dibentuk {( ( ), ( )) [ , ]}G a b      = − +   liput terbuka 

dari [a,b]. Karena [a,b] tertutup dan terbatas maka [a,b] kompak sehingga 

G mempunyai liput bagian hingga, katakan 

 {( ( ), ( ) 1,2, , )}k k k k k n     − + = . 

Diambil 0x a=  dan nx b=  

 1 1 1 1 1( ( ), ( ) ( ( ), ( ),i i i i i i i i i i ix x             + + + + + − +  − +    

 1,2, , 1i n= −  

Dari sini diperoleh 1[ , ] ( ( ), ( ))i i i i i i ix x      −  − +  yang berarti 

bahwa ( ) 1[ , ], 1,2, ,i i ix x i n−= =D partisi Perron  -fine. □ 

 

Teorema 4.1.3  Jika 1 dan 2  masing-masing fungsi positif pada  

[ , ]a b R  dan 1 2( ) ( )x x   untuk setiap [ , ]x a b  maka setiap partisi 

Perron 1 fine −  pada  [ , ]a b  merupakan partisi Perron 2 fine −  pada 

[ , ]a b . 
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Teorema 4.1.4 Jika ( ) 1 ,D x=D  partisi Perron  − fine pada [ , ]a b  dan 

( ) 2 ,D x=D  partisi Perron  − fine pada [ , ]c d  maka 1 2= D D D  

partisi perron  − fine pada [ , ] [ , ]a b c d . 

Bukti: Diberikan fungsi positif  , 

( )  ( ) 1 1, [ , ], 1,2, ,i i iD x x x i n−= = =D  partisi Perron  -fine pada 

[a,b], dan ( ) 2 1[ , ], 1,2, ,k k ky y k m−= =D   partisi Perron  -fine pada 

[c,d]. Karena   fungsi positif pada interval [a,b] dan [c,d], akibatnya   

juga merupakan  fungsi positif pada interval [ , ] [ , ]a b c d . 

Dari sini diperoleh 

1 2= D D D  

( ) 1[ , ], 1,2, ,i i ix x i n−= =  ( ) 1[ , ], 1,2, ,k k ky y k m− =  

merupakan partisi Perron  -fine pada [ , ] [ , ]a b c d .       □ 

 

Lemma 4.1.5   (Lemma Cousin) Diberikan  ( ) ,D x=D partisi Perron 

 -fine pada [a,b]. Jika [ , ] [ , ]c d a b  maka terdapat partisi Perron  -

fine pada [c,d] dengan c dan d sebagai salah satu titik ujungnya. 

Bukti: Diberikan fungsi positif  pada interval [a,b]. Selanjutnya dipilih 

1 2, , , n    dimana 1 1[ , ] ( ( ), ( ))
n

k k k k

i

a b      + + − +  sedemikian 

sehingga dengan mengambil  

1 1 1 1( ( ), ( ) ( ( ), ( )r r r r r r r rc            + + + + − +  − +  

dimana 1r rc  +   untuk 1 r n   dan mengambil  

1 1 1 1( ( ), ( ) ( ( ), ( )s s s s s s s sd            + + + + − +  − +  
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dengan 1+ ss d    untuk suatu r, s dengan 1 r s n   . 

Diambil 0x a=  dan nx b= , ,cxr =  dan dxs =  

 1 1 1 1 1( ( ), ( ) ( ( ), ( ),i i i i i i i i i i ix x             + + + + + − +  − +    

 1,2, , 1i n= −  

Dari sini diperoleh partisi Perron  -fine pada [a,b] 

0 1 1 1 1 1

1 1 1 1

{([ , ], ), ,[ , ], ), ([ , ], ), ,

[ , ], ), ([ , ], ), ,[ , ])}

r r r r r r

s s s s s r n n

x a x x x c x c x

x x x d x x x b

  

 

− + +

− + + −

= = = =

= =

D
 

di mana c dan d sebagai titik ujung. □ 

 

4.2  Jumlahan Riemann-Stieltjes 

Diberikan definisi dan sifat-sifat dari jumlahan Riemann-Stieltjes. 

Definisi 4.2.1 Diberikan interval tertutup [ , ]a b R  dan fungsi 

:[ , ]f a b R→ . Untuk setiap    1 1 2 2( , ) ( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x D x= =D  

partisi Perron  − fine pada [ , ]a b  dibentuk jumlahan 

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i i

i

f x D f x D 
=

= D  

dan disebut jumlahan Riemann-Stieltjes. 

Notasi ( ) ( )D D =  dimaksudkan sebagai panjang interval D . 

 

Teorema 4.2.2 Diberikan interval tertutup [ , ]a b R . Jika 

, :[ , ]f g a b R→  masing-masing fungsi pada [ , ]a b  dan 

   1 1 2 2( , ) ( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x D x= =D  partisi Perron  − fine pada 

[ , ]a b , serta  sebarang skalar u R   maka 



Partisi & Jumlahan Riemann-Stieltjes 

 

66 

(i) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n

i i i i i i

i i i

f g x D f x D g x D  
= = =

+ = +   . 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f g x D f x D g x D  + = +  D D D . 

(ii) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

n n

i i i i

i i

uf x D u f x D 
= =

=  . 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )uf x D u f x D = D D . 

Bukti: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

n n

i i i i i

i i

f g x D f x g x D 
= =

+ = +   

( ) ( ) ( ) ( )
1

n

i i i i

i

f x D g x D 
=

= +  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

n n

i i i i

i i

f x D g x D 
= =

= +   

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

n n

i i i i

i i

uf x D uf x D 
= =

=   

( ) ( )
1

n

i i

i

u f x D
=

=  .  □ 

 

Teorema 4.2.3 Diberikan fungsi :[ , ]f a b R→ . Jika 1 2= D D D  partisi 

Perron  -fine pada [ , ]a b  maka berlaku 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2f x D f x D f x D  = +  D D D . □ 
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BAB 5 

Integral Lebesgue, McShane, dan Henstock 

 

Pada bab ini, dibicarakan integral Lebesgue, McShane, dan integral 

Henstock fungsi bernilai real yang lebih luas dari pada integral Riemann. 

Integral Lebesgue didefinisikan berdasarkan ukuran, sedangkan integral 

McShane dan Henstock didefinsikan berdasarkan partisi. Sebelum 

membicarakan integral Lebesgue, McShane, dan integral Henstock, 

dibahas terlebih dahulu tentang fungsi terukur. 

5.1 Fungsi Terukur 

Berikut ini  dijelaskan definisi fungsi terukur beserta teorema-teorema 

yang terkait. 

Definisi 5.1.1 Fungsi f : E → R  dikatakan terukur jika E himpunan terukur 

dan untuk setiap bilangan riel   maka himpunan })(:{  xfEx  

terukur.  

Seperti yang dinyatakan dalam definisi, bahwa domain dari fungsi 

terukur haruslah  himpunan terukur. Sebenarnya, kita akan selalu 

mengasumsikan bahwa domain dari suatu fungsi baik fungi itu terukur 

atau tidak terukur adalah himpunan terukur yang meskipun secara eksplisit 

tidak disebutkan. 

Berdasarkan definisi fungsi terukur, jelas bahwa fungsi kontinu dan 

fungsi monoton merupakan fungsi terukur. 

 

Contoh 5.1.2 Fungsi konstan adalah terukur. 

Bukti: Bergantung pada pemilihan  (karena f konstan), maka himpunan 

{x R })(: xf = R  atau Ø.  
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Maka himpunan {x R })(: xf = R atau Ø terukur. 

Jadi, fungsi konstan adalah fungsi terukur. □ 

 

Teorema 5.1.3 Diberikan E himpunan terukur dan fungsi f :E → R . 

Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen: 

(i) Untuk setiap bilangan Riel  , himpunan })(:{  xfEx  terukur. 

(ii) Untuk setiap bilangan Riel  , himpunan })(:{  xfEx  terukur. 

(iii) Untuk setiap bilangan Riel  , himpunan })(:{  xfEx  terukur. 

(iv) Untuk setiap bilangan Riel  , himpunan })(:{  xfEx  terukur. 

Bukti: Diberikan f terukur, maka  

})(:{  xfEx = 
















−


= n
xfEx

n

1
)(:

1

  untuk setiap 

bilangan asli n adalah terukur. 

Sehingga (i)   (ii). 

Karena })(:{  xfEx  terukur, maka komplemennya yaitu 

})(:{  xfEx  juga terukur. 

Sehingga (ii)   (iii). 

})(:{  xfEx = 
















+


= n
xfEx

n

1
)(:

1

  adalah terukur 

untuk setiap bilangan asli n. 

Sehingga (iii)   (iv). 

Selanjutnya karena })(:{  xfEx terukur, maka komplemennya yaitu 

})(:{  xfEx  juga terukur. 

Sehingga (iv)   (i). Bukti selesai. □ 
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Teorema 5.1.4 Misalkan c bilangan real, dan fungsi f : E → R  dan g : E 

→ R  masing-masing fungsi terukur pada himpunan terukur E, maka 

gfgfcfcf −++ ,,,  dan fg juga terukur pada E. 

Bukti: Diketahui f dan g fungsi terukur pada E dan bilangan real c. 

Untuk sebarang bilangan real  , maka 

})(:{ + cxfEx = })(:{ cxfEx −   adalah himpunan terukur. 

Jadi cf +  terukur. 

Jika c = 0 maka cf  juga terukur. 

Jika c > 0 maka })(:{  xcfEx =









c

xfEx


)(:  adalah himpunan 

terukur. 

Untuk c < 0 maka })(:{  xcfEx =









c

xfEx


)(:  adalah 

himpunan terukur. 

Jadi, cf adalah terukur. 

Jika + )()( xgxf , maka terdapat bilangan rasional qQ sedemikian 

sehingga )()( xfqxg − , maka 

}))((:{ + xgfEx = })(:{( qxfEx
Qq




 ∩ })(:{ qxgEx −  )  

adalah himpunan terukur. 

Jadi f+g juga terukur. 
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Dengan demikian f-g=f+(-g) juga terukur. 

Selanjutnya, 

( )22 )()(
4

1
gfgffg −−+= , sebelumnya dibuktikan bahwa f2 fungsi 

terukur. 

Jika  < 0, maka })(:{ 2  xfEx =  terukur. 

Jika  ≥ 0, maka })(:{ 2  xfEx = })(:{  xfEx ∩ 

})(:{ − xfEx adalah himpunan terukur. 

Jadi f2 adalah fungsi terukur. 

Dengan demikian, fg juga fungsi terukur. 

Bukti selesai. □ 

 

Definisi 5.1.5 Fungsi f mempunyai sifat P (sifat secara umum) hampir 

dimana-mana (almost everywhere) pada A R  jika  )({ xfAxE =  

tidak mempunyai sifat P} maka 0)( =E . 

 

Definisi 5.1.6 Fungsi f mempunyai sifat P nyaris dimana-mana (nearly 

everywhere) pada A R  jika himpunan )({ xfAx  tidak mempunyai 

sifat P} terhitung (countable). 

 


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Teorema 5.1.7 Diberikan fungsi f : E → R  terukur dan fungsi g : E → R . 

Jika f = g almost everywhere pada E, maka g  fungsi terukur. 

Bukti: Diketahui bahwa f = galmost everywhere pada E, hal ini berarti 

himpunan )}()(:{ xgxfEx   adalah berukuran nol (measure zero). 

Untuk setiap bilangan Riel  , misalkan })(:{ = xfExA  dan 

})(:{ = xgExB , maka 

A-B = )}()(:{ xgxfEx   dan 

B-A = )}()(:{ xgxfEx  . 

Karena A himpunan terukur dan A-B, B-A measure zero yang berarti 

terukur, maka  

))(()()()( BAAABABABB −−−=−=  terukur. 

Dengan demikian, g fungsi terukur. □ 

 

Teorema 5.1.8 Diberikan Himpunan terukur E  jika fungsi f : E → R  

kontinu almost everywhere pada E, maka f  fungsi terukur. 

Bukti: Misalkan )({ xfExD =  diskontinu }, ED   dan 0)( =D  

(D measure zero), sehingga D terukur. 

Untuk setiap bilangan Riel  , dan  

})(:{  xfEx = })(:{ − xfDEx })(:{  xfDx  

Akan ditunjukkan })(:{ −= xfDExC  terukur. 

Karena f kontinu pada setiap titik di C, maka untuk setiap 0 , terdapat 

0   sedemikian hingga untuk Cx  dimana − tx    , maka berlaku  

  − )()( tfxf  

Jika )(xf , maka  
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   +−− )()()( xftfxf  

Sehingga )(tf−   

Karena untuk setiap 0 , maka )(tf , dimana 

}:{ − xyEyt . 

Dibentuk }):{( −=


xyyU
Cx

  

Maka U adalah himpunan terukur (sebab U himpunan terbuka). 

Dengan demikian )( DEUC −=  terukur. 

Karena gabungan dua himpunan terukur adalah terukur, jadi 

})(:{  xfEx  terukur atau f terukur pada E. □ 

 

Teorema 5.1.9 (Teorema Tiezte Extension) Diberikan himpunan 

tertutup E. Jika fungsi f : E → R  kontinu pada E, maka terdapat fungsi 

kontinu g : R → R , sedemikian sehingga f = g pada E. 

Bukti: Asumsikan E tidak terbatas. 

Jika tidak, misalkan )(sup)( Efxf =  untuk setiap Ex sup  dan 

)(inf)( Efxf =  untuk setiap Ex inf . 

Dibentuk )},{( nn ba  barisan yang saling asing pada interval buka R -E. 

Misalkan )()( xfxg =  untuk Ex  dan  

            )()(
)(

)()(
)( nn

nn

nn afax
ab

afbf
xg +−

−

−
=  untuk ),( nn bax . 

Hal ini berarti fungsi g linier pada R -E. 

 

Akan dibuktikan fungsi g : R → R  kontinu. 
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Jelas bahwa g kontinu pada setiap titik di R -E dan pada setiap titik 

terasing pada E. 

Akan dibuktikan bahwa g kontinu pada setiap titik limitt E. 

Misalkan c adalah titik limit E, ada beberapa kasus: 

1. Jika  c adalah titik terasing dari E pada salah satu sisi, maka f kontinu 

pada sisi c. 

2. Jika c titik limit kanan dari E dan diberikan sebarang bilangan 0 . 

Karena f kontinu pada E, maka terdapat titik ),(1  cEc  sedemikian 

sehingga − )()( cfxf  debngan Eccx  ],[ 1 . 

Misalkan Eccx − ],[ 1  dan pilih k sedemikian sehingga ),( kk bax . 

Karena g linier pada ),( kk ba , maka  

})()(,)()(max{)()( cgbgcgagcgxg kk −−−  

         −−= })()(,)()(max{ cfbfcfaf kk . 

Dengan demikian g kontinu pada c. □ 

 

Teorema 5.1.10 (Lusin’s Theorem) Jika fungsi f : R → R  terukur, maka 

untuk setiap  > 0 terdapat himpunan tertutup E dan fungsi kontinu g : R

→ R  sedemikian sehingga  ( R -E) <  dan f = g pada E. 

Bukti: Misalkan }{ nI  adalah barisan dari semua interval buka yang 

dibentuk oleh )1,( +pp  dengan p adalah bilangan bulat dan diberikan 

sebarang bilangan   > 0. Untuk setiap n terdapat himpunan tertutup 

nn IK   sedemikian hingga nKf  kontinu pada nK  dan 

nnn KI
2

)(


 − . 
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Misal 


=

=
1n

nKE  dengan E adalah himpunan tertutup. 

 ( R -E) 


 =− 


=



=
n

n

nn

n

KI
2

)(
11

 

dan fungsi Ef  ( fungsi f hanya dibatasi pada E) kontinu pada E. 

Oleh Teorema Tietze Extension, maka terdapat fungsi kontinu g : R → R  

sedemikian sehingga f = g pada E. □ 

 

Definisi 5.1.11 Fungsi :[ , ]a b R →  dikatakan fungsi tangga (step 

function) jika terdapat koleksi berhingga interval buka 

},,3,2,1:{ nkI k =  yang saling asing di (a,b) sedemikian hingga 

k

k

Iba 


=

=
1

],[  dan    adalah konstan pada setiap Ik. 

Akibat 5.1.12 Fungsi tangga merupakan fungsi terukur. 

 

Teorema 5.1.13 Fungsi f terukur pada [ , ]a b  jika dan hanya jika terdapat 

barisan fungsi tangga {fn} pada [ , ]a b sedemikian sehingga  fn  konvergen 

ke f hampir dimana-mana pada [ , ]a b . 

Bukti: ( ) Misalkan f terukur pada [a,b] yaitu himpunan 

})(:],[{ = xfbaxX  terukur untuk setiap bilangan real α. 

Tetapkan Nn , dibentuk: 

}2)(2)1(],[{ nn

n ixfibaxX
i

−− −= untuk nni 2,,2,1 =  

})(],[{ nxfbaxX n =  
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Himpunan-himpunan tersebut adalah himpunan terukur yang saling asing 

satu sama lain, sebab X himpunan terukur. 

Dibentuk fungsi: 

 =)(xf n







=− −

n

n

n

n

Xxn

niXxi
i

,

2,,2,1,,2)1( 
 

Dari sini diperoleh bahwa fn konvergen ke f titik demi titik pada [a,b]. 

Misalkan )}()(lim],[{ xfxfbaxA n
n

=
→

 

)}()(lim xfxf n
n


→

berarti bahwa terdapat 0  dan ],[ bax  untuk 

setiap NN x ),(  sedemikian sehingga untuk setiap ),( xNn  , maka 

berlaku 

n

n xfxf −=− 2)()(  . 

Hal ini kemungkinan hanya terjadi pada titik-titik  

}2,2)1{( nn ii −−− untuk nni 2,,2,1 =  dan n =1,2, … 

Dengan demikian  

 )}()(lim],[{ xfxfbaxA n
n

=
→

 

 = ,3,2,12,2)1{( =− −− nii nn
dan nni 2,,2,1 = }. 

Karena A himpunan countable maka ( ) 0=A . 

 

( ) Misalkan terdapat barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian 

sehingga fn konvergen ke f hamper dimana-mana pada [a,b], yaitu terdapat 

himpunan A dengan ( ) 0=A  dan )}()(lim xfxf n
n


→

 untuk setiap Ax

. 

Dibentuk: 
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})(],[{)(  = xfbaxfX dan 


















+=


=



=



= k
fY i

nink

1

11

  

  = 
















+


=



=



= k
xfbax i

nink

1
)(],[

11

  

Hal ini berarti Yx  maka untuk setiap k terdapat n sehingga untuk     

setiap  i ≥n, maka 
k

xf i

1
)( +  . 

)}()(lim xfxf n
n

=
→

berarti bahwa untuk setiap 0  dan setiap 

],[ bax  terdapat NN x ),(  sedemikian sehingga untuk setiap 

),( xNm  , maka berlaku  

− )()( xfxfm . 

atau  +− )()()( xfxfxf mm  

Jika diambil nN
k

x == ),(,
1

  dan nim = , maka berlaku  

)(
1

)(
1

xf
k

xf
k

i −+  untuk setiap k = 1,2, … 

Untuk k mendekati ∞ maka )()( xfxf i   

Sehingga )(xf  untuk setiap Xx . 

Sebaliknya jika Xx  yaitu )(xf , akibatnya 
k

xfxf i

1
)()( +  

untuk k = 1,2, … 

Untuk k mendekati ∞ maka )()( xfxf i  

Sehingga )(xf i  untuk setiap Yx . 
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Jadi, Y
k

fXfX i

nink

=







+=



=



=



=

1
)(

11

   

Karena 







+

k
fX i

1
  himpunan terukur untuk setiap bilangan Riel α, 

akibatnya Y juga terukur, dan  

AYAfX −=− )(  , 

karena Y terukur dan ( ) 0=A , maka )( fX  juga terukur. 

Jadi, fungsi f terukur. □ 

 

5.2 Integral Lebesgue 

Integral Lebesgue didefinisikan berdasarkan fungsi sederhana dan 

himpunan terukur. Fungsi :[ , ]a b R →  dikatakan fungsi tangga jika ada 

koleksi berhingga  1,2,...,kI k n=  yang saling asing dalam interval buka 

( , )a b  sedemikian sehingga 
1

[ , ]
n

k

k

a b I
=

=  dan   konstan untuk setiap kI . 

Definisi 5.2.1 Misalkan :[ , ]a b R →  fungsi tangga dan ( )
1

n

k k

k

c I 
=

= . 

Integral Riemann atas   pada [ , ]a b  didefinisikan oleh 

( )
1

b n

k k

ka

c I 
=

= . 

 

Definisi 5.2.2 Misalkan fungsi :[ , ]f a b R→  terbatas. Upper dan lower 

integral Riemann fungsi f  pada [ , ]a b  didefinisikan oleh 

inf fungsi tangga

b b

a a

f f 
 

=  
 

   
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sup fungsi tangga

b b

a a

f f 
 

=  
 

  . 

Jike kedua nilai tersebut sama, maka dikatakan bahwa f  terintegral 

Riemann pada [ , ]a b . 

 

Definisi 5.2.3 Misalkan :[ , ]s a b R→  fungsi sederhana dan 
1

k

n

k E

k

s c 
=

=  

bentuk representasi kanonik dari s . Integral Lebesgue atas s  pada [ , ]a b  

didefinisikan oleh 

( )
1

b n

k k

ka

s c E
=

= . 

Jika [ , ]A a b  himpunan terukur, maka 

( )
1

b n

A k k

kA a

s s c E A 
=

= =   . 

 

Teorema 5.2.4 Misalkan s  dan r  fungsi sederhana pada [ , ]a b  dan 

, [ , ]A B a b  dua himpunan terukur, maka berlaku 

(1) 
b b

a a

cs c s=  untuk sebarang skalar c . 

(2) 
b b b

a a a

s r s r+ = +   . 

(3) Jika r s  a.e pada [ , ]a b maka 
b b

a a

r s  . 

(4) Jika r s=  a.e pada [ , ]a b maka 
b b

a a

r s=  . 
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(5) 

b b

a a

r s  . 

(6) Jika A B = , maka 
A B A B

s s s


= +   . 

(7) Jika 0s  dan A B , maka 
A B

s s  . 

 

Definisi 5.2.5 Misalkan fungsi :[ , ]f a b R→  terbatas. Upper dan lower 

integral Lebesgue fungsi f  pada [ , ]a b  didefinisikan oleh 

inf fungsi sederhana

b b

a a

f s s f
 

=  
 

   

sup fungsi sederhana

b b

a a

f r r f
 

=  
 

  . 

Jike kedua nilai tersebut sama, maka dikatakan bahwa f  terintegral 

Lebesgue pada [ , ]a b . 

Fungsi f terintegral  Lebesgue pada himpunan terukur [ , ]A a b  jika 

fungsi Af   terintegral Lebesgue pada [ , ]a b  dan 

b

A

A a

f f =  . 

 

Teorema 5.2.6 Misalkan :[ , ]f a b R→  fungsi terbatas. Fungsi f  

terintegral Lebesgue pada [ , ]a b  jika dan hanya jika f  fungsi terukur. 

 

Teorema 5.2.7 Misalkan f  dan g terintegral Lebesgue pada [ , ]a b  dan 

, [ , ]A B a b  dua himpunan terukur, maka berlaku 
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(1) cf terintegral Lebesgue pada [ , ]a b  dan 
b b

a a

cf c f=   untuk sebarang 

skalar c . 

(2) f g+ terintegral Lebesgue pada [ , ]a b dan
b b b

a a a

f g f g+ = +   . 

(3) Jika f g  a.e pada [ , ]a b maka 
b b

a a

f g  . 

(4) Jika f g=  a.e pada [ , ]a b maka 
b b

a a

f g=  . 

(5) 

b b

a a

f f  . 

(6) Jika A B = , maka 
A B A B

f f f


= +   . 

(7) Jika 0f  dan A B , maka 
A B

f f  . 

 

5.3 Integral McShane 

Integral McShane merupakan integral tipe Riemann yang dikontruksi 

berdasarkan partisi. Pada bagian ini akan diperlihatkan bahwa integral 

McShane eukivalen dengan integral Lebesgue. 

Definisi 5.3.1  Diberikan fungsi f : [ , ]a b →R. Fungsi f dikatakan 

terintegral McShane pada [a,b] jika terdapat bilangan real L, sehingga 

untuk setiap ε > 0 terdapatlah fungsi δ positif sedemikian sehingga untuk 

setiap partisi tag bebas yang subordinate ke δ  (partisi 
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Lebesgue/McShane) pada [ , ]a b  yaitu  ( ) 1, , : 1,2,3,...,i i iD x x i n −= = , 

memenuhi : 

LDf −)( < ε  

dimana f(D) = 
=

−−
n

i

iii xxf
1

1 ))(( adalah jumlahan Riemann atas partisi 

D. 

 

Teorema 5.3.2 Diberikan fungsi f : [ , ]a b → R  . Jika fungsi f  kontinu pada 

[ , ]a b  maka f terintegral McShane pada [a,b] dan . 

Bukti: Diberikan sembarang bilangan >0 karena f terintegral Riemann 

pada [a,b] terdapatlah sebuah fungsi konstan positif  pada [a,b] 

sedemikian sehingga 
2

)()(


− 
b

a

fRPf  dimana P adalah partisi tag 

bebas yang subordinate  pada [a,b]. 

Karena f kontinu seragam pada [a,b] terdapatlah >0 sedemikian sehingga 

)(2
)()(

ab
yfxf

−
−


 dimana x,y [a,b] dan . 

Diberikan untuk setiap x [a,b]. Andaikan 

 adalah partisi tag bebas yang subordinate  

pada [a,b]. 

Diberikan  dan P partisi tag bebas yang 

subordinate  pada [a,b]. sehingga : 

 =

b

a

b

a

fRf )(



1

1



 − xy









=
2

)(
,min)( 1 x

x


 

{( ,[ , ]) 1 }i i iD x c d i q=   

{( ,[ , ]) 1 }i i iP y c d i p=  

1
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2

)(
)(2


+−

−
 ab

ab
 

    =  

Karena  bernilai sembarang, maka fungsi f  terintegral McShane pada 

[a,b] dan . □ 

 

Definisi 5.3.3 (Fungsi Primitif) Didefinisikan fungsi F :[a,b]→R dengan 

rumus: 

F(a) = 0  dan   F(x) =  (M) 
x

a

dttf )(  untuk setiap x[a,b] 

fungsi F ini disebut fungsi primitif f pada [a,b]. 

 

Berdasarkan fungsi primitif ini untuk fM([a,b]); 

a=x0<x1<x2<..<xn=b diperoleh F(a,b) = F(b)-F(a) = (M) 
b

a

dttf )( . 

Seperti hasil di atas maka untuk fM([xi-1,xi]) dengan i=1,2,..n berlaku 

F(xi-1,xi) = 
−

i

i

x

x

dttf

1

)(  

Karena  [xi-1,xi] = [a,b], dengan kata lain 

 −+−−

b

a

b

a

fRPfPfDffRDf )()()()()()(


=

+−−
q

i

iiii cdyfxf
1

)()()( 





 =

b

a

b

a

fRf )(
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 F(a,b) = (M) 
b

a

dttf )( = 
=

−

n

i

x

x

i

i

dttf
1

1

)(  = 
=

−

n

i

ii xxF
1

1 ),( . 

 

Teorema 5.3.4 Jika f terintgral McShane pada [ , ]a b  dengan fungsi 

primitif F maka F differensiable hampir dimana-mana pada [ , ]a b  dan 

)()(' xfxF = . 

Bukti: Akan dibuktikan bahwa )()(' xfxF =  hampir dimana-mana pada 

[a,b]. Fungsi f terintegral McShane pada [a,b] dengan fungsi primitif F. 

Diberikan sembarang bilangan  >0 terdapatlah fungsi positif ( )  pada 

[a,b] sedemikian sehingga untuk setiap partisi tag bebas subordinate   

pada [a,b] yaitu D= {(ξi,[xi-1,xi]) ni 1 } berlaku : 

 D
=

−− −−
n

i

iiiii xxFxxf
1

11 ),())((   

Dibentuk himpunan X = { x[a,b];F(x) tidak ada atau bila ada F’(x) f(x)} 

Akan ditunjukkan µ(X)=0. Diambil xX sehingga terdapatlah  (x)>0 

sedemikian sehingga untuk setiap  >0 ada x’k-1 dengan 0<x-x’k-1< , 

berlaku: 

 111 ')()')(()'()( −−− −−−− kkk xxxxxxfxFxF    

atau ada x’k dengan 0<x’k-x <  dan berlaku 

 xxxxxxfxFxF kkk −−−− ')()')(()()'(  .   

Untuk setiap nN  dibentuk himpunan Xn={xX  (x)
n

1
} sehingga, 

X=
n

nX . 
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Untuk setiap  >0 terdapat [x’k-1,x’k] , k=1,2,...,p dengan x’k-1=xk dan x’k= 

xk sehingga, 

 Xn 
p

k

kk xx
1

1 ','
=

−  dan  
=

− +−
p

k

kkn xxX
1

1 )''()(   

Sehingga  

 ( )
=

− +−
p

k

kkn xxX
1

1'')(   

  


+−−− −−

=

 )'')(()'()'(
)(

1
11

1

kkkkk

p

k k

xxxFxFxF
x

 

  < n  +  = (n+1) . 

Karena nilai   sebarang, hal ini menunjukkan µ(Xn)=0 dan karena X=


n

nX maka µ(X)=0. 

Dari hasil di atas dapat diketahui bahwa jika f terintegral McShane pada 

[a,b] dengan fungsi primitif F(x) ada dan jika tidak ada atau F’(x) f(x) 

nilai ukurannya nol maka F’(x)=f(x) hampir dimana-mana pada [a,b].  □ 

 

Teorema 5.3.5 Jika f terintegral McShane pada [ , ]a b , maka untuk setiap 

 >0 terdapat fungsi tangga   sehingga  

b

a

f  −  . 

Bukti: Misalkan f  terbatas pada [a,b]. 

Didefinisikan barisan Fn pada fungsi primitif F oleh 

)()( xFxFn =  
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dengan nn iabiax 2,,2,1,0,2)( =−+= −  dan linier untuk x yang lain di 

[a,b]. 

Misalkan )()( ' xFxf nn =  hampir dimana-mana. Hal ini karena Fn kontinu 

(menurut akibat 2.35) dan linier sepotong-potong. 

Dengan demikian fn adalah fungsi tangga yang nilainya terbentuk dari  

( )xy

xFyF

−

− )()(
. 

Karena menurut Teorema 5.3.4 F differensiable hampir dimana-mana, 

maka barisan fungsi tangga fn(x) konvergen ke f(x) hampir dimana-mana. 

Dengan demikian, ff

b

a

n −  mendekati nol (0) untk n mendekati ∞ 

Atau jika diberikan sebarang  >0 terdapat Nn   sedemikian sehingga  

ff

b

a

n − <  

Sehingga  

ff

b

a

n − =
b

a

f  −  . □ 

 

Teorema 5.3.6 Jika f terintegral McShane pada [ , ]a b  maka, terdapat 

barisan fungsi tangga {fn} pada [ , ]a b sedemikian sehingga fn konvergen 

ke f hampir dimana-mana pada [ , ]a b . 

Bukti: Diberikan F fungsi primitif dari f. 

Karena  f terintegral McShane pada [a,b] dengan fungsi primitif F maka 

menurut Teorema 5.3.4, F’(x) = f(x) hampir dimana-mana pada [a,b]. 

Didefinisikan Fn seperti dalam bukti Teorema 5.3.5. 
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Selanjutnya )()( ' xFxf nn =  hamper dimana-mana pada [a,b]. Karena 

)()( ' xFxf nn =
 

hamper dimana-mana pada [a,b] maka, barisan fungsi 

tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga fn konvergen ke f hamper 

dimana-mana pada [a,b]. 

Terbukti bahwa jika f terintegral McShane pada [a,b], maka terdapat 

barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga fn konvergen ke 

f hampir dimana-mana pada [a,b]. □ 

 

Teorema 5.3.7 Jika fungsi f terintegral McShane pada [ , ]a b  maka f 

terbatas. 

Bukti: Diberikan  dengan . 

Ambil sebarang bilangan >0 terdapatlah fungsi positif  pada [a,b] 

sedemikian sehingga untuk setiap partisi tag bebas subordinate  pada 

[a,b] yaitu DN ={(ξi,[xi-1,xi]) } berlaku : 

  

sehingga untuk setiap partisi tag bebas yang subordinate  pada [a,b] 

yaitu Dn={(ξi,[xi-1,xi]) } yang merupakan penghalusan dari partisi 

DN yang berarti n N, berlaku : 

 

([ , ])f M a b ( )f x dx A=

 ( ) 



Ni 1

 −− −

N

i

iiiN AxxfD ))(( 1



ni 1



 −− −

n

i

iiin AxxfD ))(( 1
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Dari sini tampak bahwa barisan jumlahan Riemann Dn=

 konvergen. Karena konvergen berarti masing-masing 

suku barisan tersebut terbatas, yaitu terdapatlah M >0 sehingga, 

    

untuk setiap i=1,2,...,n.  

  

dengan M0 = max  karena D sembarang partisi tag 

bebas yang subordinate  pada [a,b] maka untuk setiap x [a,b] bisa 

menjadi tag pada D, sehingga untuk setiap x [a,b] berlaku: 

  

sehingga f terbatas. 

Terbukti bahwa jika f terintegral McShane pada [a,b] maka f terbatas.  □ 

 

Teorema 5.3.8 Jika fungsi f terintegral McShane pada [ , ]a b  maka f 

terukur pada [ , ]a b . 

Bukti: Menurut Teorema 5.3.6 bahwa Jika f terintegral McShane pada 

[a,b] maka, terdapat barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian 

sehingga fn konvergen ke f hamper dimana-mana pada [a,b], dan menurut 

Teorema  5.1.13 barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga 

fn konvergen ke f hamper dimana-mana pada [a,b] maka f terukur pada 

[a,b]. 


=

−−
n

i

iii xxf
1

1 ))((

Mxxf iii − − ))(( 1

0

1

)( M
xx

M
f

ii

i 
−


−



1

1,2,..
i i

M
i n

x x −

 
= 

− 

 



0)( Mxf 
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Jadi terbukti bahwa jika f terintegral McShane pada [a,b], maka f terukur 

pada [a,b]. □ 

 

Teorema 5.3.7 dan Teorema 5.3.8 menjelaskan bahwa jika fungsi f 

tidak terbatas dan tidak terukur maka f tidak terintegral McShane. 

Teorema 5.3.9 Diberikan fungsi f : [ , ]a b → R . Jika fungsi f  terbatas dan 

terukur pada [a,b], maka f terintegral McShane pada [ , ]a b . 

Bukti: Misalkan M adalah batas fungsi f pada [a,b] dan diberikan 

sembarang bilangan >0. maka menurut Teorema Lusin’s, terdapat 

himpunan terukur  dan fungsi kontinu g : [a,b] → R  sedemikian 

hingga f = g pada A dan 
M

B
8

)(


 =  dengan , dan g terbatas 

oleh M. 

Karena g kontinu pada [a,b], maka menurut Teorema 5.3.2 g terintegral 

McShane pada [a,b], yaitu terdapat fungsi positif  pada [a,b] sedemikian 

hingga untuk setiap partisi tag bebas yang subordinate ke  pada [a,b], 

yaitu Dn={(ξi,[xi-1,xi]) }, berlaku  

2
)(


− 

b

a

gDg  

dengan  adalah jumlahan Riemann atas partisi D. 

Misalkan O himpunan terbuka sedemikian hingga  dan 

M
O

8
)(


 =  dan didefinisikan  pada [a,b] oleh : 



[ , ]A a b

[ , ]B a b A= −

1

1

ni 1

1

1

( ) ( )( )
q

i i i

i

g D g x x x −

=

= −

B O


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






=

BxOxx

Axx
x

C )},,(),(min{

,)(
)(

1

1




  

Dimana }:inf{),(( CC OyxyOx −=  yaitu jarak antara x ke OC. 

Dengan demikian, D juga partisi tag-bebas yang sub-ordinat ke  pada 

[a,b], maka berlaku 

 

        

         )
8

(2
2

)
8

(2
M

M
M

M


++     

                =   

Terbukti, f terintegral McShane pada [a,b].     □ 

 

Berdasar Teorema 5.3.7, Teorema 5.3.8, dan Teorema 5.3.9, diperoleh 

teorema sebagai berikut. 

Teorema 5.3.10 Fungsi f : [a,b]→ R  terintegral McShane pada [a,b] jika 

dan hanya jika f terbatas dan terukur pada [a,b]. 

Bukti: Sesuai Teorema 5.3.7, Teorema 5.3.8, dan Teorema 5.3.9.     □ 

 

Contoh 5.3.11 Misalkan   E   adalah   himpunan   tidak   terukur   dan   

]1,0[E .  Didefinisikan   fungsi f : [0,1]→ R  oleh 





−


=

Ex

Exx
xf

]1,0[,0

,
)(  

maka f tidak terintegral McShane pada [0,1]. 

Bukti: Akan dibuktikan bahwa f terbatas pada [0,1], tetapi tidak terukur. 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f D f f D g P g D g g f−  − + − + −  

2 ( ) 2 ( )M O M B   + +
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Untuk setiap ]1,0[x  terdapat bilangan Riel M >0, sedemikian sehingga 

Mxf )( . 

Pilih M = maks {0,1}. 

Jadi untuk setiap ]1,0[x  maka 1)( xf . 

Dengan demikian f terbatas pada [0,1]. 

Fungsi f tidak terukur pada [0,1], yaitu untuk setiap bilangan Riel   >0 

maka himpunan })(:]1,0[{  xfx  tidak terukur, karena 

})(:]1,0[{  xfx E . 

Jadi, f tidak terukur. 

Karena  f tidak terukur pada [0,1] maka menurut Teorema 5.3.9, f tidak 

terintegral McShane pada [0,1]. 

 

Teorema 5.3.12 Jika f(x) = 0 hampir dimana-mana untuk setiap x pada 

[a,b], maka f terintegral McShane pada [a,b] dan (M) . 

Bukti: Misalkan hampir dimana-mana pada [a,b]. Ambil  

N={x [a,b] }. 

Karena  hampir dimana-mana pada [a,b] maka (N)=0. Karena 

itu untuk setiap n N dibentuk Nn={x N } sehingga  

N = dan Nn N untuk setiap n  N  maka berlaku  

0 (Nn) (N)=0. 

Jadi, (Nn)=0 untuk setiap n. 

Oleh karena itu terdapatlah interval terbuka Gn, Nn Gn dan 

 =

b

a

dxxf 0)(

( ) 0f x =

 0)( xf

( ) 0f x = 

  nxfn − )(1




=1n

nN  

  




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   (Gn)= . 

Misalkan ambil fungsi positif . 

Hal ini berarti  jika x [a,b]-N. Jika x N, maka terdapat n 

sehingga x Nn Gn. Karena itu untuk sembarang partisi tag bebas yang 

subordinate  pada [a,b] yaitu D = {(ξi,[xi-1,xi]) }berlaku, 

  

 

 

  

<  

Terbukti f terintegral McShane pada [a,b] dan (M) .    □ 

Teorema 5.3.13 (Kriteria Cauchy) Fungsi f:[a,b]→R terintegral 

McShane pada [a,b] jika dan hanya jika untuk setiap ε > 0 terdapatlah  

fungsi positif δ dalam [a,b] sedemikian sehingga )()( 21 DfDf − < ε 

dimana D1 dan D2 adalah partisi tag bebas yang subordinate ke δ pada 

[a,b]. □ 

 


12 +nn












−

=
+

Nx
n

Nbax

x
n

,
2

],[,1

)(
1



1)( =x  

 

 pi 1


=

−

=

− −−
n

i

iii

p

i

iii xxfxxf
1

1

1

1 ))(())((   


= =

−−
1 ,1

1

n Ni

ii

ni

xxn


 


= 

−−
1

1

n N

ii

ni

xxn


1
1 2 +



=

 n
n n

n


1
1 2 +



=

 n
n





 =

b

a

dxxf 0)(
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Theorema 5.3.14 (Saks-Henstock Lemma) Jika f terintegral McShane 

pada [a,b] dengan fungsi primitif F, maka untuk setiap  bilangan positif 

ε>0, terdapatlah fungsi δ(ξ)>0 pada [a,b] sehingga untuk setiap partisi 

tag bebas yang subordinate ke δ pada [a,b] yaitu D={(ξi,[xi-1,xi]) ni 1

} berlaku : 

),())(()(
1

1 baFxxfM
n

i

iii −−
=

− 

)},())(({)( 11

1

iiiii

n

i

xxFxxfM −−

=

−−   

<ε 

dengan F(xi-1,xi) = F(xi) – F(xi-1), i=1,2,..,n. □ 

 

Teorema 5.3.15 Jika f terintegral McShane pada [ , ]a b , maka primitif F-

nya kontinu pada [ , ]a b . □ 

 

Setiap fungsi yang terbatas akan terintegral Lebesgue jika dan hanya 

jika terukur. Sedangkan fungsi yang terbatas dan terukur jika dan hanya 

jika terintegral McShane. Jadi integral Lebesgue ekuivalen integral 

McShane. 

Teorema 5.3.16 Fungsi  f terintegral McShane pada [ , ]a b  jika dan hanya 

jika  f terintegral Lebesgue pada [ , ]a b . □ 

 

Teorema 5.3.16 memberikan arti bahnya setiap fungsi yang terintegral 

Lebesgue, maka fungsi tersebut terintegral McShane atau sebaliknya. Jadi 
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jika fungsi f terintegral Lebesgue maka jelas bahwa Lemma Sack-

Henstock berlaku. 

 

5.4 Integral Henstock 

Berikut ini diuraikan definisi dan teorema-teorema integral Henstock 

fungsi bernilai real secara sekilas. 

Definisi 5.4.1 Fungsi :[ , ]f a b R→ dikatakan terintegral Henstock pada 

[ , ]a b , ditulis singkat [ , ]f H a b , jika terdapat bilangan real H X

sehingga untuk setiap bilangan 0   terdapat fungsi positif   pada [ , ]a b  

dan untuk setiap partisi Perron δ-fine  1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x=D

pada [ , ]a b  berlaku 

1

( ) ( ) ( ) ( ) .
n

i i

i

H f x D H f x D  
=

− = −  D  

Jika fungsi f terintegral Henstock pada [ , ]a b  maka bilangan real H dalam 

Definisi 5.4.1  adalah tunggal dan ditulis 

( )
b

a

H H f=  . 

 

Teorema 5.4.2 Diberikan fungsi f : [a,b]→ R . Jika fungsi f  kontinu pada 

[a,b], maka f terintegral Henstock pada [a,b] dan . 

Bukti: Diberikan sembarang bilangan >0, karena f terintegral Riemann 

pada [a,b] maka terdapat fungsi konstan positif  pada [a,b] sedemikian 

sehingga 

( )

b b

a a

f R f= 



1
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2
)()( 1


− 

b

a

fRPf  

dimana P1 adalah partisi Perron  pada [a,b]. 

Karena f kontinu seragam pada [a,b], maka terdapat >0 sedemikian 

sehingga 

)(2
)()(

ab
xfyf

−
−


 

dimana x,y [a,b] dan . 

Diberikan  untuk setiap x [a,b].  Misalkan  

},...,2,1],[,{( qidcxP iii ==  adalah partisi Perron  pada [a,b] 

dan diberikan juga partisi Perron  pada [a,b] 

},...,2,1],[,{(1 qidcyP iii == , sehingga : 

   

     

    
2

)(
)(2


+−

−
 ab

ab
 

    =  

Karena  bernilai sebarang, maka fungsi f  terintegral Henstock pada [a,b] 

dan . □

 

 

fine −



− xy









=
2

)(
,min)( 1 x

x


 

fine −

fine −

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

f P R f f P f P f P R f−  − + − 


=

+−−
q

i

iiii cdyfxf
1

)()()( 



 =

b

a

b

a

fRf )(
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Teorema 5.4.3 Diberikan fungsi f : [a,b]→ R . Jika fungsi f  terbatas dan 

terukur pada [a,b], maka f terintegral Henstock pada [a,b]. 

Bukti: Misalkan M adalah batas dari fungsi f pada [a,b] dan diberikan 

sembarang bilangan >0. Menurut Teorema Lusin’s, maka terdapat fungsi 

kontinu g : [a,b]→ R  dalam himpunan tertutup  sedemikian 

hingga 
M

Eba
8

)],([


 − ,  f = g pada E dan M adalah batas dari g. 

 

 

4


  

Karena g kontinu pada [a,b], akibatnya g terintegral Henstock pada [a,b], 

yaitu terdapat fungsi positif 1  pada [a,b] sedemikian hingga 

2
)(


− 

b

a

gPg  

dimana P adalah partisi Perron  pada [a,b]. 

Didefinisikan  pada [a,b] oleh 

 

 jarak antara x ke E ). 

Misalkan P partisi Perron  pada [a,b] dan adalah partisi 

Perron  pada [a,b] – E dengan  

  
M8


  



[ , ]E a b

b b b

a a a

g f g f−  −  

2 ([ , ] )M a b E −

fine −



1

1

min{ ( ), ( , )} , [ , ]
( )

( ) ,

x x E x a b E
x

x x E

 




 −
= 



( ( , ) inf{ : }x E y x y E = − 

fine −
1P P

fine −

1( ) ([ , ] )P a b E  −
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sehingga 

 

        
42

)(2 1


 ++ PM   

                 

=++

42
)

8
(2

M
M  

Terbukti, f terintegral Henstock pada [a,b]. □ 

Teorema 5.4.4  Diberikan fungsi f : [a,b]→ R . Jika fungsi f = 0  nearly 

everywhere pada [a,b], maka f terintegral Henstock pada [a,b] dan  

Bukti: Misalkan  dan diberikan 

sebarang bilangan >0.  

Didefinisikan fungsi positif  pada [a,b] oleh 

 

},...,2,1],[,{( 1 qixxP iii == − partisi Perron  pada [a,b]. 

Misalkan    adalah himpunan indeks i sedemikian sehingga 

 dan untuk setiap i , pilih  

 Sehingga , maka 

 

                          ))(( 1−



−= ii

i

i xxf


       

( ) ( ) ( ) ( )

b b b b

a a a a

f P f f P g P g P g g f−  − + − + −   

0

b

a

f =

{ : } { [ , ]: ( ) 0}na n x a b f x+ =  





1

1 , [ , ] { : }

( ) 2
,

( )

n

n

n

n

x a b a n

x
x a

f a

 

+

− −

  − 


= 
=



fine −

{ : }i na n + 
in

ii na =

( ) ( ) 0

b

a

f P f f P− = −
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Jadi, fungsi f  terintegral Henstock pada [a,b] dan .       □ 

Teorema 5.4.5 Misalkan fungsi f : [a,b]→ R . Jika fungsi f = 0  almost 

everywhere pada [a,b], maka f terintegral Henstock pada [a,b] dan  

Bukti: Misalkan E =  dengan 0)( =E  dan untuk 

setiap bilangan bulat positif n diberikan  

yang masing-masing measure zero. 

Untuk setiap n, pilih himpunan terbuka On sedemikian hingga  

dan . 

Didefinisikan fungsi positif  pada [a,b] oleh 







−
=

n

C

n ExOx

Ebax
x

),,(

],[,1
)(


  

Dimana }:inf{),((
C

n

C

n OyxyOx −=  yaitu jarak antara x ke On
C. 

Diberikan P  partisi Perron  pada [a,b]. Misalkan , untuk 

setiap n. Jika I interval pada Pn, maka , sehingga 

 

         

2 ( ) ( )
i in n

i

f a a




2 in

i

 −



= 

0

b

a

f =

0

b

a

f =

{ [ , ] : ( ) 0}x a b f x 

{ : 1 ( ) }nE x E n f x n=  −  

n nE O

( )
2nnO

n
 



fine −
nP P

nI O

( ) ( ) 0

b

a

f P f f P− = −

1

( )n

n

f P
=


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Jadi, fungsi f  terintegral Henstock pada [a,b] dan . □ 

Teorema 5.4.6 Jika f terintegral Henstock pada [a,b] dengan fungsi 

primitif F maka F differensiable hampir dimana-mana pada [a,b] dan  

'( ) ( ).F x f x=  

Bukti: Akan dibuktikan bahwa )()(' xfxF = hampir dimana-mana pada 

[a,b]. Fungsi f terintegral Henstock pada [a,b] dengan fungsi primitif F. 

Diberikan sembarang bilangan  >0 terdapatlah fungsi positif ( )  pada 

[a,b] sedemikian sehingga untuk setiap partisi Perron -fine  pada [a,b] 

yaitu P= {([xi-1,xi], ξi) },,2,1 ni = } berlaku : 

  P
=

−− −−
n

i

iiiii xxFxxf
1

11 ),())((   

Dibentuk himpunan X = { x[a,b];F(x) tidak ada atau bila ada F’(x) f(x)} 

Akan ditunjukkan µ(X)=0. Diambil xX sehingga terdapatlah  (x)>0 

sedemikian sehingga untuk setiap  >0 ada x’k-1 dengan 0<x-x’k-1< , 

berlaku: 

 111 ')()')(()'()( −−− −−−− kkk xxxxxxfxFxF    

atau ada x’k dengan 0<x’k-x <  dan berlaku : 

 xxxxxxfxFxF kkk −−−− ')()')(()()'(     

Untuk setiap nN dibentuk himpunan Xn={xX  (x)
n

1
} sehingga, 

1

( )n

n

n O
=



1

2 n

n

 −

=

 =

0

b

a

f =
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X=
n

nX  

Untuk setiap  >0 terdapat [x’k-1,x’k] , k=1,2,...,p dengan x’k-1=xk dan x’k= 

xk sehingga, 

 Xn 
p

k

kk xx
1

1 ','
=

−  dan  
=

− +−
p

k

kkn xxX
1

1 )''()(   

Sehingga  

 ( )
=

− +−
p

k

kkn xxX
1

1'')(   

  


+−−− −−

=

 )'')(()'()'(
)(

1
11

1

kkkkk

p

k k

xxxFxFxF
x

 

  < n  +   

= (n+1) . 

Karena nilai   sebarang hal ini menunjukkan µ(Xn)=0 dan karena X=


n

nX maka µ(X)=0. 

Dari hasil di atas dapat diketahui bahwa jika f terintegral Henstock pada 

[a,b] dengan fungsi primitif F(x) ada dan jika tidak ada atau F’(x) f(x) 

nilai ukurannya nol maka F’(x)=f(x) hampir dimana-mana pada [a,b].   □ 

 

Teorema 5.4.7 Jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka untuk setiap 

 >0 terdapat fungsi tangga Φ sehingga  

.

b

a

f −   

Bukti: Misalkan f terbatas pada [a,b]. 

Didefinisikan barisan Fn pada fungsi primitive F oleh 
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)()( xFxFn =  

dengan nn iabiax 2,,2,1,0,2)( =−+= −  dan linier untuk x yang laindi 

[a,b]. 

Misalkan )()( ' xFxf nn =  hampir dimana-mana. Hal ini karena Fn kontinu 

dan linier sepotong-potong. 

Dengan demikian fn adalah fungsi tangga yang nilainya terbentuk dari  

( )xy

xFyF

−

− )()(
. 

Karena F differensiable hampir dimana-mana, maka barisan fungsi tangga 

fn(x) konvergen ke f(x) hampir dimana-mana. 

Dengan demikian, 

 ff

b

a

n −  mendekati nol (0) untuk n mendekati ∞ 

Atau jika diberikan sebarang  >0 terdapat Nn   sedemikian sehingga  

ff

b

a

n − <  

 

Sehingga  

ff

b

a

n − = .

b

a

f −   □ 

 

Teorema 5.4.8 Jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka terdapat 

barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga fn konvergen 

ke f hamper dimana-mana pada [a,b]. 

Bukti: Diberikan F fungsi primitif dari f. 
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Karena  f terintegral Henstock pada [a,b] dengan fungsi primitif F maka 

menurut Teorema 5.4.6, F’(x) = f(x) hampir dimana-mana pada [a,b]. 

Didefinisikan Fn seperti dalam bukti Teorema 5.4.7. 

Selanjutnya )()( ' xFxf nn =  hamper dimana-mana pada [a,b]. Karena 

)()( ' xFxf nn = hamper dimana-mana pada [a,b] maka, barisan fungsi 

tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga fn konvergen ke f hamper 

dimana-mana pada [a,b]. 

Jadi terbukti bahwa, Jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka terdapat 

barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga fn konvergen ke 

f hampir dimana-mana pada [a,b]. □ 

 

Teorema 5.4.9 Jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka f terukur pada 

[a,b]. 

Bukti: Menurut Teorema 5.4.8 bahwa f terintegral Henstock pada [a,b], 

maka terdapat barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga 

fn konvergen ke f hampir dimana-mana pada [a,b], dan menurut Teorema 

5.1.13 terdapat barisan fungsi tangga {fn} pada [a,b] sedemikian sehingga 

fn konvergen ke f hamper dimana-mana pada [a,b], maka f terukur pada 

[a,b]. 

Jadi terbukti bahwa jika f terintegral Henstock pada [a,b], maka f terukur 

pada [a,b]. □ 

 

Contoh 5.4.10 Diberikan fungsi 
3)( xxf = pada [0,1], maka f terintegral 

Henstock pada [0,1]. 
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Bukti: Fungsi 3)( xxf = pada [0,1] adalah fungsi kontinu, maka menurut 

Teorema 5.4.2  fungsi f terintegral Henstock pada [0,1] dengan nilai 

integralnya, yaitu 

 =
1

0

1

0

3)( dxxdxxf  

   
4

1
= . 

 

 

5.5  Hubungan Integral McShane dan Henstock 

Berikut ini diberikan hubungan antara integral Riemann, McShan, dan 

integral Henstock fungsi bernilai real. 

Teorema 5.5.1 Jika fungsi f :[a.b]→ R  terintegral Riemann pada [a,b], 

maka f terintegral McShane pada [a,b]. 

Bukti: Diketahui bahwa jika suatu fungsi f :[a.b]→ R   terintegral 

Riemann pada [a,b], maka f terbatas dan terukur pada [a,b] dan jika f 

terbatas dan terukur pada [a,b] maka f terintegral McShane. 

Jadi, jika f terintegral Riemann maka f terintegral McShane.  □ 

Contoh 5.5.2 Berikut contoh fungsi f  yang terintegral McShane tetapi 

tidak terintegral Riemann. 

Fungsi f :[a.b]→ R  merupakan fungsi Dirichlet yang didefinisikan sebagai 

berikut : 





=
irrasionalx

rasionalx
xf

,0

,1
)(  

Fungsi f terintegral McShane pada [0,1] dengan nilai integralnya 0, tetapi 

f tidak terintegral Riemann pada [0,1]. 
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Bukti: Fungsi f terintegral McShane pada [0,1] dengan nilai integralnya 0. 

Diberikan sembarang bilangan >0, karena banyaknya bilangan Rasional 

terhitung dan disimbolkan anggota bilangan Rasional pada [0,1] adalah      

r1, r2, r3, ..., dan didefinisikan  

  12)( −−= i

ir   untuk setiap ,3,2,1=i  dan 

  1)( =   untuk   irrasional. 

Maka dapat dibentuk suatu partisi tag bebas yang subordinat-  pada [0,1] 

yaitu },,2,1]),,[,{( 1 nixxD iii == −  

Diperoleh: 

  )()(0))(( 1

11

1 −

==

− −=−−  ii

n

i

i

n

i

iii xxrfxxf   

      < 
=

−−
n

i

i

1

122   

      < 

=

2

2
 

Jadi, terbukti f terintegral McShane ke 0 pada [0,1]. 

 

Fungsi f tidak terintegral Riemann pada [0,1]. 

Diberikan sembarang bilangan >0 terdapat >0. 

Ambil Nn  sedemikian hingga 


1
n  dan dibentuk 

),,,,(: 210 nxxxxP =  sembarang partisi pada [0,1]. 

Diperoleh =− −
n

xx ii

1
1  untuk setiap ni ,,3,2,1 = . 

Dari fungsi di atas diperoleh bahwa ]},[:)(inf{ 1 iii xxxxfm −=  

                  = 0 



 
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dan ]},[:)(sup{ 1 iii xxxxfM −=  

            = 1 

maka 

  )(),( 1

1

−

=

−= ii

n

i

i xxmfPL  

       = )(0 1

1

−

=

− ii

n

i

xx  = 0 

  )(),( 1

1

−

=

−= ii

n

i

i xxMfPU  

       = )(1 1

1

−

=

− ii

n

i

xx = 1
1
=

n
n  

Dengan demikian  

01),(),( −=− fPLfPU  

      =1  

Sehingga  f tidak terintegral Riemann pada [0,1]. 

 

Alternatif lain, fungsi  f terintegral McShane pada [0,1] 

Fungsi f terbatas pada [0,1] karena terdapat bilangan riel M >0 sedemikian 

hingga Mxf )(  untuk setiap ]1,0[x . 

Pilih M = max { 0, 1}, maka untuk setiap ]1,0[x  berlaku Mxf )( . 

Jadi f terbatas. 

Fungsi f terukur pada [0,1] sebab untuk setiap bilangan riel   maka 

})(]1,0{ = xfxA  

i) Jika 0 , maka A=[0,1] terukur. 

ii) Jika 1 , maka =A Ø terukur. 
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iii) Jika 10  , maka 


=

−=
1

1 ),(
n

nn rrA  dengan },,{ 10 rr  bilangan 

rasional pada [0,1], karena A terhitung akibatnya A measure zero sehingga 

A terukur. 

Dengan demikian menurut Teorema 5.3.10  f terintegral McShane pada 

[0,1]. 

 

Teorema 5.5.3 Diberikan fungsi f :[a.b]→ R . Jika fungsi f terintegral 

Riemann pada [a,b], maka fungsi f terintegral Henstock pada [a,b]. 

Bukti: Diketahui bahwa jika suatu fungsi f :[a.b]→ R   terintegral 

Riemann pada [a,b], maka f terbatas dan terukur pada [a,b] dan jika f 

terbatas dan terukur pada [a,b] maka f terintegral Henstock. 

Jadi terbukti bahwa jika fungsi f terintegral Riemann pada [a,b], maka 

fungsi f terintegral Henstock pada [a,b]. □ 

 

Contoh 5.5.4 Fungsi f :[0,1]→ R  adalah fungsi Dirichlet yang 

didiefinisikan sebagai berikut : 

  




=
irrasionalx

rasionalx
xf

,0

,1
)(   

tidak terintegral Riemann pada [0,1], tetapi terintegral Henstock pada [0,1] 

dengan nilai integralnya adalah 0. 

Bukti: Diberikan sembarang bilangan >0, karena banyaknya bilangan 

Rasional pada [0,1] tercacah, maka dimisalkan  r1, r2, r3, ... selanjutnya 

dengan mengambil 

  12)( −−= i

ir   untuk ,3,2,1=i  

1)( =            untuk   irrasional. 


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maka dapat dibentuk  

},,2,1)],,{([ 1 nixxP iii == −   partisi Peron  -fine pada [0,1]. 

Diperoleh: 

  )()(0))(( 1

11

1 −

==

− −=−−  ii

n

i

i

n

i

iii xxrfxxf   

      < 
=

−−
n

i

i

1

122   

      < 

=

2

2
 

Jadi, terbukti f terintegral Henctock pada [0,1] dengan nilai integralnya 0. 

 

Contoh 5.5.5 Diberikan 
x

xf
1

)( =  untuk 10  x  dan f(0) = 0. f 

terintegral Henstock pada [0,1] dengan nilai integralnya 2, tetapi tidak 

terintegral Riemann atau McShane pada [0,1]. 

Bukti: Diberikan sebarang >0. 

Ambil fungsi positif 
6

)(
x

x


 =  untuk 10  x  

            
16

)(
2

 =x  untuk x = 0 

Kemudian dibentuk },,2,1)],,{([ 1 nixxP iii == −   partisi Peron  -fine 

pada [0,1] dengan i = 0. 

Selanjutnya, 

)()(
11

2))((2 1

1

11

1

1
11

−

==

− −−+−=−−  ii

n

i

i
xx

n

i

iii xxfdx
x

dx
x

xxf   


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       = 
=

−−
−+−−

n

i i

ii

x

xx
dx

x
x

2

1
1

1

)(1
)22(2

1 
 

Karena )(
11

1

2 1

1

1
−

= −

− ii

n

i i
x

xx
x

dx
x

 dan 

ii x

11
−−


 

maka diperoleh 

)(
11

2))((2 1

2 1

1

1

1 −

= −=

− −













−+−−  ii

n

i ii

n

i

iii xx
xx

xxxf   

Padahal 
3

21

i

ii

x
xx


 =− − , akibatnya 

−


− 3

3

1i

i

x

x
. 

Lebih lanjut diperoleh  

 

           


=+ 1
22

 

Terbukti bahwa f terintegral Henstock pada [0,1] dengan nilai integralnya 

2. 

Fungsi 
x

xf
1

)( =  untuk 10  x  dan f(0) = 0 tidak terbatas pada [0,1]. 

Andaikan fungsi 
x

xf
1

)( =  terbatas pada [0,1], maka terdapat bilangan 

Riel M >0, sedemikian hingga Mxf )(  untuk setiap x[0,1], tetapi 

pilih 
2)1(

1

+
=

M
x  dan x[0,1]. 

( )1 1 1

2 21

1 1
2 ( ) 2 (0)

3

n n

i i i i

i ii i

x x x x x
x x





− −

= =−

 
+ − −  + − 

  − 
 
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Maka MM

M

xf +=

+

= 1

)1(
1

1
)(

2

. 

Kontradiksi bahwa f terbatas pada [0,1]. 

Jadi terbukti bahwa f tidak terbatas pada [0,1]. 

Menurut Teorema, maka f tidak terintegral Riemann maupun McShane 

pada [0,1]. 

 

Teorema 5.5.6 Jika fungsi f :[a.b]→ R  terintegral McShane pada [a,b], 

maka fungsi f terintegral Henstock pada [a,b]. 

Bukti: Menurut teorema jika fungsi f terintegral McShane, maka f  terbatas 

dan terukur. Sedangkan jika fungsi f terbatas dan terukur, maka f 

terintegral Henstock. 

Terbukti bahwa  jika fungsi f terintegral McShane pada [a,b], maka fungsi 

f  terintegral Henstock pada [a,b]. □ 

 

Setiap fungsi yang terintegral Riemann maka terintegral Lebesgue, 

McShane, dan Henstock. Sedangkan setiap fungsi yang terintegral 

Lebesgue juga terintegral McShane atau sebaliknya. Selanjutnya, setiap 

fungsi yang terintegral McShane atau Lebesgue maka terintegral 

Henstock. 

Jadi, hubungan antara integral Riemann, Lebesgue, McShane, dan integral 

Henstock, yaitu 

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]R a b L a b M a b H a b   .
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BAB 6 

Integral Dunford 

 

Pada bab ini dibicarakan fungsi terukur bernilai Banach. Melalui 

fungsi terukur lemah tersebut dikontruksi Lemma Dunford yang menjamin 

adanya integral Dunford. Dibahas sifat-sifat sederhana dari integral 

Dunford. Ditunjukkan bahwa koleksi semua fungsi yang terintegral 

Dunford merupakan ruang linear. Selanjutnya dibicarakan fungsi primitive 

dari integral Dunford. 

6.1 Fungsi Terukur Lemah 

Diberikan f  fungsi bernilai Banach X  pada interval tertutup [ , ]a b . 

Berikut ini didefinisikan fungsi terukur bernilai Banach dan fungsi terukur 

lemah beserta teorema yang terkait. 

Definisi 6.1.1 Fungsi :[ , ]→f a b X dikatakan sederhana jika ada 

himpunan terukur [ , ]iA a b , 1,2,...,=i n  sehingga 

 =i jA A , untuk setiap i j  

dan 

1

[ , ]
=

=
n

i

i

a b A , 

dengan ( ) = if x y X untuk , 1, 2,..., =ix A i n ,  yaitu fungsi f adalah 

fungsi konstan pada himpunan terukur iA . 

 

Himpunan atau koleksi semua fungsi sederhana pada[ , ]a b dinotasikan 

dengan ( ), =XI I . Jelas bahwaImerupakan ruang linear (ruang 
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vektor). Jika f adalah fungsi sederhana maka :[ , ]
X

f a b R→ juga 

merupakan fungsi sederhana. Berdasarkan fungsi sederhana, dapat 

didefinisikan fungsi terukur sebagai berikut. 

 

Definisi 6.1.2 Fungsi :[ , ]→f a b X dikatakan terukur jika ada barisan 

fungsi sederhana ( ) , ,n nf f n N I
 
sehingga 

( ) ( )lim 0n Xn
f x f x

→
− = , 

untuk setiap [ , ]x a b . 

 

Berdasarkan Definisi fungsi terukur, jika f fungsi sederhana pada 

[ , ]a b maka f merupakan fungsi terukur pada[ , ]a b . Selanjutnya jika fungsi

:[ , ]→f a b X terukur maka fungsi bernilai real  :[ , ]
X

f a b R→
 
juga 

merupakan fungsi terukur. 

 

Teorema 6.1.3 Jika :[ , ]→f a b X fungsi terukur maka fungsi real 

:[ , ]
X

f a b R→  fungsi terukur. 

Bukti: Karena :[ , ]→f a b X fungsi terukur, maka ada barisan fungsi 

sederhana ( ) , ,n nf f n N I
 
sehingga 

( ) ( )lim 0,n Xn
f t f t

→
− =  

untuk setiap [ , ]t a b . 
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Karena nf fungsi sederhana untuk setiap n N , maka n X
f

 
juga 

merupakan fungsi sederhana untuk setiap n N . Oleh karena itu nf fungsi 

terukur, sehingga 

( ) ( ) ( ) ( )−  −n nX X X
f t f t f t f t , 

untuk setiap [ , ]t a b . 

Hal ini berarti bahwa ( ) ( )lim
→

=n X Xn
f t f t , yaitu

X
f

 
terukur. □ 

 

Selanjutnya diberikan definisi mengenai fungsi terukur lemah, yaitu 

dikaitkan dengan dual dari ruang Banach X . 

 

Definisi 6.1.4 Fungsi :[ , ]→f a b X dikatakan terukur lemah jika untuk 

setiap * *x X  fungsi  real  ( )* :[ , ]x f a b R→
 
terukur. 

 

Menurut Definisi 6.1.4 dan Definisi 6.1.2 maka dapat diperoleh 

bahwa setiap fungsi terukur merupakan fungsi terukur lemah. 

Teorema 6.1.5  Jika :[ , ]→f a b X terukur, maka :[ , ]→f a b X terukur 

lemah. 

Bukti: Karena :[ , ]→f a b X terukur maka ada barisan fungsi sederhana

( ) , ,n nf f n N I
 
sehingga 

( ) ( )lim 0,n Xn
f t f t

→
− =  

untuk setiap [ , ]t a b . 

Diambil sebarang * *x X , maka berlaku 

( ) ( )( ) ( ) ( )* *−  −n n XX
x f t f t x f t f t . 
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Karena ( ) ( )lim 0
→

− =n Xn
f t f t , maka ( ) ( )( )*lim 0

→
− =n

n
x f t f t . 

Jadi, ada barisan fungsi sederhana ( ) , ,n nf f n N I
 
sehingga 

( ) ( )( )*lim 0,n
n

x f t f t
→

− =  

untuk setiap [ , ]t a b . 

Hal ini berarti ( )* :[ , ]x f a b R→ terukur untuk setiap * *x X . 

Jadi, :[ , ]→f a b X  terukur lemah. □ 

 

Berdasarkan fungsi terukur lemah dikontruksi lemma yang menjamin 

eksistensi dari integral Dunford. 

Lemma 6.1.6 (Dunford) Jika fungsi :[ , ]→f a b X terukur lemah dan 

untuk setiap * *x X fungsi bernilai real ( )* :[ , ]x f a b R→
 

terintegral 

Lebesgue, yaitu ( )*x f L , maka untuk setiap interval tertutup [ , ]A a b  

terdapat tunggal
( )
** **

,


f A
x X

 
sehingga 

( ) ( ) ( )** * *

,
,

f A

A

x x x f=   

untuk setiap * *x X . 

Bukti: Diambil sebarang interval tertutup [ , ]A a b , maka untuk setiap

* *x X diperoleh 

* *

[ , ]

A

A a b

x f x f =  . 

Didefinisikan fungsi *:AT X L→ ,  fungsi dari dual ruang Banach X ke 

ruang fungsi terintegral Lebesgue oleh 

( )* *

A AT x x f = , 
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untuk setiap * *x X . 

Selanjutnya didefinisikan fungsi *:AF X R→
 
oleh, 

( )* * *

[ , ]

A A

A a b

F x x f x f = =  . 

Diperoleh bahwa AF
 
merupakan fungsional linier pada *X , yaitu untuk 

sebarang * * *,x y X dan sebarang skalar c R berlaku 

( ) ( )* * * *

A

A

F x y x y f+ = +  

* *

A A

x f y f= +   

( ) ( )* *

A AF x F y= + , 

     ( ) ( )* *

A

A

F cx cx f=   

    
*

A

c x f=   

   ( )*

AcF x= . 

Misalkan untuk sebarang barisan * *

nx X  yang konvergen ke * *x X

maka dapat ditunjukkan bahwa barisan ( ) *

A nT x
 

akan konvergen ke 

g L , yaitu 

*lim 0n
n

A

x f g
→

− = . 

Menurut Teorema Riez terdapat subbarisan  * ,
knx k

 
dari  *

nx

sedemikian sehingga 

( ) ( )( ) ( )* ,
kn Ax f x x g x k → →  
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untuk setiap [ , ]x a b . 

Oleh karena ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * ,n A Ax f x x x f x x n → →  

untuk setiap [ , ]x a b . 

Hal ini berarti bahwa ( ) ( ) ( )( )*

Ag x x f x x=
 
untuk setiap [ , ]x a b  dan

( )*

Ax f L  . 

Dengan kata lain bahwa *:AT X L→
 
tertutup. 

Menurut Banach closed graph theorem maka operator AT terbatas. 

Dengan demikian 

( )* *

A

A

F x x f= 
*

A

x f  ( )*

A

A

T x=  ( )
1

*

A
L

T x= *

AT x . 

Jadi, 

* *

A

A

x f T x . 

Oleh karena itu,  
*

A

x f
 

merupakan fungsional linear kontinu pada *X  

yang  pendefisiannya oleh 
( )
** **

,f A
x X . □ 

 

6.2 Integral Dunford 

Berdasarkan Lemma Dunford, maka dapat didefinisikan integral 

Dunford sebagai berikut. 

Definisi 6.2.1 Fungsi :[ , ]→f a b X  dikatakan terintegral Dunford pada 

[ , ]a b , jika untuk setiap * *x X  fungsi real ( )* :[ , ]x f a b R→ terintegral 
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Lebesgue dan untuk setiap interval tertutup [ , ]A a b  terdapat vektor 

( )
** **

,


f A
x X

 
sehingga 

( ) ( ) ( ) ( )** * *

,
,

f A

A

x x L x f=   

untuk setiap * *x X . 

 

Nilai integral Dunford ( )L

A

D f , fungsi f atas interval tertutup [ , ]A a b

diberikan oleh 
( )
** **

,


f A
x X , yaitu 

( ) ( )**

,
,Lf A

A

x D f=   

dimana ( ) ( ) ( ) ( )** * *

,
= f A

A

x x L x f , untuk setiap * *x X . 

 

Himpunan semua fungsi f  yang terintegral Dunford pada [ , ]a b  ditulis 

[ , ]LD a b . Jika :[ , ]→f a b X  dan [ , ]Lf D a b  berarti bahwa ( )*x f L
 

untuk setiap * *x X . 

 

Teorema eksistensi ketunggalan nilai suatu integral Dunford. 

Teorema 6.2.2 Jika [ , ]Lf D a b , maka untuk setiap interval tertutup

[ , ]A a b  vektor 
( )
** **

,


f A
x X

 
tunggal. 

Bukti: Diberikan sebarang interval tertutup [ , ]A a b . Andaikan terdapat 

vektor 
( )

** **

1 ,f A
x X

 
dan 

( )
** **

2 ,f A
x X

 
maka 

( ) ( ) ( ) ( )** * *

1 ,
= f A

A

x x L x f

 

dan 
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( ) ( ) ( ) ( )** * *

2 ,
= f A

A

x x L x f . 

Oleh karena itu 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )** * ** * * *

1 , 2 ,
− = − f A f A

A A

x x x x L x f L x f  

* *0, x X=   . 

Jadi 
( ) ( )

** **

1 , 2 ,f A f A
x x= . □ 

 

Teorema 6.2.3 Jika fungsi f  terintegral Dunford pada [ , ]a b , maka f

terintegral Dunford pada A  untuk setiap interval tertutup [ , ]A a b . 

Bukti: Jelas menurut Definisi 6.2.1. □ 

 

Contoh suatu fungsi yang terintegral Dunford pada [ , ]a b  adalah 

fungsi konstan. 

Contoh 6.2.4 Diberikan fungsi konstan ( ) =f x c
 
untuk setiap [ , ]x a b , 

maka f  terintegral Dunford pada [ , ]a b . □ 

 

Teorema 6.2.5 Fungsi f  terintegral Dunford pada [ , ]a b jika dan hanya 

jika untuk setiap * *x X  fungsi bernilai real *x f terintegral Lebesgue 

pada [ , ]a b . 

Bukti: Diketahui fungsi  f terintegral Dunford pada  [ , ]a b maka untuk 

setiap * *x X  fungsi real *x f terintegral Lebesgue pada [ , ]a b . 

Sebaliknya jika fungsi real *x f  terintegral Lebesgue pada [ , ]a b  maka f

terintegral Dunford pada [ , ]a b . □ 
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Contoh 6.2.6 Jika f  terintegral Lebesgue (atau McShane) pada [ , ]a b , 

maka f terintegral Dunford pada [ , ]a b . 

 

Contoh 6.2.7 Jika f  terintegral Riemann pada [ , ]a b , maka f terintegral 

Dunford pada [ , ]a b . 

Bukti: Hal ini karena setiap fungsi terintegral Riemann maka terintegral 

Lebesgue. Selanjutnya jika fungsi f  terintegral Lebesgue maka untuk 

setiap * *x X fungsi bernilai real  *x f  juga terintegral Lebesgue. Oleh 

karena itu fungsi f terintegral Dunford. □ 

 

Koleksi semua fungsi f  yang terintegral Dunford pada [ , ]a b , 

dinotasikan [ , ]LD a b dan merupakan ruang linear. 

Teorema 6.2.8 [ , ]LD a b adalah ruang linear. 

Bukti: Diambil sebarang , [ , ]Lf g D a b  dan sebarang c R . 

Ditunjukkan bahwa [ , ]Lf g D a b+   dan [ , ]Lcf D a b . 

Karena , [ , ]f g D a b  maka untuk setiap * *x X  fungsi real *x f  dan *x g

terintegral Lebesgue pada [ , ]a b . Oleh karena itu untuk setiap * *x X

( )* * *x f g x f x g+ = +
 
terintegral Lebesgue pada [ , ]a b . 

Jadi, fungsi  f g+ terintegral Dunford pada [ , ]a b , yaitu [ , ]Lf g D a b+   

Karena [ , ]Lf D a b  maka untuk setiap  * *x X fungsi real 
*x f terintegral 

Lebesgue pada [ , ]a b . Oleh karena itu  untuk sebarang skalar c R  dan 
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untuk setiap * *x X  fungsi  ( )* *x cf cx f= terintegral Lebesgue pada 

[ , ]a b . 

Jadi, fungsi cf  terintegral Dunford pada [ , ]a b , yaitu [ , ]Lcf D a b . 

Jadi, [ , ]LD a b  ruang  linier. □ 

 

Teorema 6.2.9 Jika f = hampir dimana-mana pada [ , ]a b , maka 

[ , ]Lf D a b dan jika [ , ]A a b  himpunan terukur maka 

( )
**

,f A
x = . 

Bukti: Karena f =  hampir dimana-mana pada [ , ]a b , maka ada 

himpunan terukur [ , ]A a b  dengan ( ) 0A =
 

sehingga jika * *x X  

berlaku 

*
0, [ , ]

( )
0,

x a b A
x f x

x A

=  −

 

. 

Dibentuk 
1

k

k

A A


=

=

 

dengan 

( ) : 1 , 1,2,3,...kA x A k f x k k A=  −   = 
 
dan ( ) 0kA = . 

Diambil sebarang 0  , maka untuk suatu k  terdapat himpunan terbuka 

kO dengan ( )
2

k k
O

k



 

 
sehingga k kO A . 

Didefinisikan fungsi positif   pada [ , ]a b  sedemikian sehingga 

( ), ( ) kN x x O  untuk kx A , 1,2,3,...k = dan sebarang fungsi positif 

untuk x  yang lain. 

Oleh karena itu, untuk sebarang [ , ]A a b  himpunan terukur berlaku 
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( ) ( ) ( ) ( )* * * *0

k k kA x A x A x A

x f x f x f x f
  

− = + =   

*

1 2k
k

x k
k






=

 =  

untuk setiap * *x X  dan 
* 1x  . 

Hal ini berarti * [ , ]x f L a b  dan untuk himpunan terukur  [ , ]A a b  

terdapat vektor 
( )
** **

,f A
x X

 
sehingga 

( ) ( ) ( )** * *

,
0

f A

A

x x L x f= = . 

Jadi [ , ]Lf D a b  dan 
( )
**

,f A
x = . □ 

 

Fungsi f  dan g  dikatakan ekuivalen, jika f g=  hampir dimana-

mana pada [ , ]a b , yaitu jika terdapat himpunan terukur-  [ , ]A a b  

dengan ( ) 0A =  sehingga 

( ) ( )f x g x= , 

untuk setiap [ , ]x a b A − . 
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Selanjutnya dibahas fungsi primitif integral Dunford pada [ , ]a b  dan 

sifat-sifat sederhana dari fungsi primitifnya. Kemudian dibahas sifat-sifat 

terkait fungsi kontinu mutlak (Absolutely Continuous), fungsi kontinu 

mutlak kuat(Strictly Absolutely Continuous), dan generalisasinya 

(Generalized Absolutely Continuous). Sifat-sifat terkait fungsi bervariasi 

terbatas (Bounded Variation Function), fungsi bervariasi terbatas kuat 

(Strictly Bounded Variation Function), dan generalisasinya (Generalized 

Bounded Variation Function). 

 

6.3  Fungsi Primitif Integral Dunford 

Berikut ini dibahas fungsi primitif dari fungsi f  yang terintegral 

Dunford pada [ , ]a b . 

Definisi 6.3.1  Diberikan X ruang Banach, [ , ]a bI  koleksi semua interval 

tertutup di dalam [ , ]a b  dan fungsi :[ , ]f a b X→ . Jika f  terintegral 

Dunford pada [ , ]a b  maka : [ , ]F a b X→I  dengan rumus: 

( )
**

,
( )

f A
F A x= ( )L

A

D f=   

dan ( ) 0F  = untuk setiap [ , ]A a bI  disebut Primitif Dunford fungsi f  

pada [ , ]a b . 

 

Contoh 6.3.2 Didefinisikan fungsi :[ , ]f a b X→  oleh 

( )f x c=  ,  

untuk setiap [ , ]x a b  dan suatu konstanta c X , maka untuk setiap 

interval tertutup [ , ]A a b  fungsi primitive Dunford fungsi f  adalah 

( ) ( )F A c A= . 
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Bukti: mudah dibuktikan bahwa fungsi konstan ( )f x c=  terintegral 

Dunford pada [ , ]a b . Hal ini berarti untuk setiap * *x X  fungsi real 

( )* :[ , ]x f a b R→  terintegral Lebesgue dan untuk setiap interval tertutup 

[ , ]A a b  terdapat 
( )
** **

,


f A
x X  sehingga 

( ) ( ) ( ) ( )** * *

,
,

f A

A

x x L x f=  ( ) *( )
A

L x c= 
* ( ).x c A=  

Jadi untuk setiap * *x X  dan interval tertutup  [ , ]A a b  berlaku 

( )
** * *

,
( ) ( )

f A
x x x c A= . 

Jadi  ( ) ( )**

,
( ) ( )Lf A

A

F A x D f c A= = = .    □ 

 

Definisi 6.3.3 Diberikan  [ , ]a bI  koleksi semua interval tertutup di dalam 

[ , ]a b . Fungsi : [ , ]F a b X→I  dikatakan aditif  jika 

( ) ( ) ( )F A B F A F B = +  

untuk setiap , [ , ]A B a bI dengan A B =  dan [ , ]A B a b I . 

 

Teorema 6.3.4 Jika [ , ]Lf D a b  dengan F sebagai primitif Dunfordnya 

maka  F merupakan fungsi aditif pada [ , ]a b . 

Bukti: Diketahui [ , ]Lf D a b . Diberikan [ , ]A a b  dan [ , ]B a b  

berturut-turut sebarang interval tertutup, [ , ]A B a b  dan tidak saling 

tumpang-tindih maka untuk setiap * *x X  fungsi 
*x f  terintegral 

Lebesgue pada [ , ]a b  dan terdapat vektor 
( )
** **

,f A
x X  dan vektor

( )
** **

,f B
x X  sehingga 
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( ) ( )** * *

,
( )

f A

A

x x L x f=   dan 

( ) ( )** * *

,
( )

f B

B

x x L x f=  . 

Karena [ , ]A a b  dan  [ , ]B a b  berturut-turut interval tertutup maka 

[ , ]A B a b   juga interval tertutup. Oleh karena itu terdapat vektor 

( )
** **

,f A B
x X


  sehingga 

( ) ( ) ( ) ( )** * ** * * *

, ,
( ) ( )

f A f B

A B

x x x x L x f L x f+ = +   

( ) *

A B

L x f


=   

( ) ( )** *

,f A B
x x


=  

Jadi 

( ) ( ) ( )
** ** **

, , ,f A B f A f B
x x x


= + atau ( ) ( ) ( )F A B F A F B = + . 

Terbukti bahwa F  merupakan fungsi aditif pada [ , ]a b . □ 

 

Akibat 6.3.5 Jika [ , ]Lf D a b  dengan F sebagai primitif Dunfordnya dan 

1 2, ,..., nA A A
 
masing-masing interval tertutup di dalam [ , ]a b  yang tak 

saling tumpang-tindih dengan 
1

[ , ]
n

i

i

A a b
=

=  maka 

11

( ) ( )
n n

i i

ii

F A F A
==

= ( )
**

,
1

i

n

f A
i

x
=

=  
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Bukti: Diketahui [ , ]Lf D a b  dengan F sebagai primitif  Dunford fungsi 

f  pada [ , ]a b , 
1

[ , ]
n

i

i

A a b
=

=  dengan ( ) 0i jA A  =  untuk setiap i j   

maka diperoleh 

1

**

,1

n

i

i

n

i
f Ai

F A x

=

 
 =  
 

 
= 

 
( ) ( ) ( )1 2

** ** **

, , ,
...

nf A f A f A
x x x= + + +  

1 2( ) ( ) ... ( )nF A F A F A= + + +  

1

( )
n

i

i

F A
=

=  

( )
**

,
1

.
i

n

f A
i

x
=

=  

Jadi 
( )
**

,
11

.
i

n n

i f A
ii

F A x
==

 
= 

 
  □ 

 

Selanjutnya berdasarkan Definisi 6.2.1 dan Definisi 6.3.1 serta 

ekuivalensi integral Lebesgue dengan integral McShane, maka integral 

Dunford pada [ , ]a b  dapat dinyatakan seperti dalam teorema berikut. 

Teorema 6.3.6 Fungsi [ , ]Lf D a b  jika dan hanya jika terdapat fungsi 

aditif F pada [ , ]a b  sehingga untuk setiap bilangan 0   dan * *x X  

terdapat fungsi positif   pada [ , ]a b  dan jika [ , ]A a b  interval tertutup 

dan  1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x=D  partisi tag(McShane)  − fine pada 

A berlaku 

( )*

1

( ) ( ) ( )
n

i i i

i

x f x D F D 
=

−    

atau 
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* *

1

( ) ( ) ( )
n

i i

i

x f x D x F A 
=

−  . □ 

 

Teorema 6.3.7 (Lemma Sack-Henstock) Fungsi [ , ]Lf D a b  dengan 

fungsi primitif F , yaitu untuk setiap bilangan 0   dan 
* *x X  terdapat 

fungsi positif   pada [ , ]a b sehingga jika [ , ]A a b  interval tertutup dan 

( ) ,D x=D  partisi tag  (McShane) -fine pada A  berlaku 

* *( ) ( ) ( )x f x D x F D − D  

maka untuk setiap jumlahan bagian 
1 dari D berlaku 

* *

1
( ) ( ) ( )x f x D x F D − D . □ 

 

Teorema 6.3.8 Jika [ , ]Lf D a b  dengan fungsi primitif F maka F  

kontinu pada [ , ]a b . 

Bukti: Berdasarkan Sack-Henstock Lemma dan pertidaksamaan 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
X X

F x F y F x F y f y x y−  − − −

( )
X

f y x y+ − .     □ 

 

Berikut ini dibahas fungsi kontinu mutlak dan fungsi kontinu mutlak 

kuat kaitannya dengan fungsi primitif dari fungsi f  yang terintegral 

Dunford pada [ , ]a b . 

Definisi 6.3.9  Diberikan fungsi :[ , ]F a b X→  dan [ , ]A a b . Fungsi F  

dikatakan kontinu mutlak (absolutely continuous) pada A , ditulis 

( )F AC A , jika untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan 0   
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dan jika ( ) ,i ic d  barisan selang terbuka pada [ , ]a b  dengan ,i ic d A  

dan ( )
1

i i

i

d c 


=

−   berlaku 

( ) ( ) ( )
1 1

,i i i iX X
i i

F c d F d F c 
 

= =

= −   . 

 

Definisi 6.3.10 Fungsi F  dikatakan kontinu mutlak kuat (restricly 

absolutely continuous) pada A , ditulis ( )*F AC A , jika untuk setiap 

bilangan 0   terdapat bilangan 0  dan jika ( ) ,i ic d  barisan selang 

terbuka di dalam [ , ]a b  dengan ,i ic d A  dan ( )
1

i i

i

d c 


=

−   berlaku 

( )
1

;[ , ]i i

i

F c d 


=

  

dengan ( )  ;[ , ] sup ( ) ( ) : , [ , ], 1i i i iX
F c d F x F y x y c d i = −   . 

 

Teorema 6.3.11 Jika ( )*F AC A  maka ( )F AC A . 

Bukti : Menurut Definisi 6.3.10,  ( )*F AC A  berarti untuk setiap 

bilangan 0   terdapat bilangan 0  dan jika ( ) ,i ic d  barisan selang 

terbuka di dalam [ , ]a b  dengan ,i ic d A  dan ( )
1

i i

i

d c 


=

−   berlaku 

( )
1

;[ , ]i i

i

F c d 


=

 . 

Hal ini berarti 
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( ) ( ) ( ) ( ) 
1 1

sup : , [ , ], 1i i i iX
i iX

F d F c F x F y x y c d i
 

= =

−  −     

( )
1

;[ , ]i i

i

F c d


=

=  

 . 

Dengan kata lain ( )F AC A . □ 

 

Teorema 6.3.12 Diketahui [ , ]A a b  interval tertutup, 

( ) ( )
1

, ,k k

k

a b A c d


=

− =  dan fungsi F  kontinu pada [ , ]a b . Pernyataan 

dibawah ini ekuivalen: 

(i). ( )*F AC A  

(ii). ( )F AC A  dan 

( )
1

;[ , ]k k

k

F c d


=

  . 

(iii).Untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan 0   dan jika 

( ) ,n na b  barisan interval buka dengan na A  atau nb A  dan 

( )
1

n n

n

b a 


=

−   berlaku 

( ) ( )
1

n n X
n

F b F a 


=

−  . 

Bukti : Ditunjukkan (i) maka (ii)  

Menurut Teorema 6.3.11 bahwa jika ( )*F AC A maka ( )F AC A . 

Akan ditunjukkan bahwa ( )
1

;[ , ]k k

k

F c d


=

  . 
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Karena ( )*F AC A  maka untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan 

0  dan jika ( ) ,i ia b  barisan interval terbuka di dalam [ , ]a b  dengan 

,i ia b A  dan ( )
1

i i

i

b a 


=

−   berlaku 

( )
1

;[ , ]
2

i i

i

F a b





=

 . 

Diperhatikan bahwa ( )
1

i i

i

d c b a


=

−  −  berhingga 

Jadi terdapat bilangan Asli 0n sehingga ( )
0

i i

n n

d c 


−  . 

Dengan demikian berlaku 

( )
0

;[ , ]
2

n n

n n

F c d





 . 

Karena [ , ]k kc d  dengan 0k n  berhingga dan karena F  kontinu pada 

[ , ]a b  maka  F  kontinu pada [ , ]k kc d . 

Oleh karena itu 

( );[ , ]k kF c d untuk 0k n . 

Jadi 

( )
0

1

;[ , ]
n

k k

k

F c d
=

  . 

Karena ( )
0

;[ , ]
2

n n

n n

F c d





  dan ( )
0

1

;[ , ]
n

k k

k

F c d
=

   maka diperoleh 

( )
1

;[ , ]k k

k

F c d


=

  . 
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Akan ditunjukkan (ii) maka (iii). 

Diketahui ( )F AC A  dan 

( )
1

;[ , ]k k

k

F c d


=

  . 

Untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan Asli 0n  sehingga untuk 

setiap bilangan asli 0n n  berlaku 

( )
0

;[ , ]k k

k n

F c d 


 . 

Karena ( )F AC A  maka untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan 

0   dan jika ( ) ,k kc d  barisan interval terbuka pada [ , ]a b  dengan 

,k kc d A  dan ( )
1

k k

k

d c 


=

−   berlaku 

( ) ( ) ( )
1 1

,k k k kX X
k k

F c d F d F c 
 

= =

= −   . 

Karena F  kontinu pada [ , ]a b , maka F  kontinu seragam pada [ , ]a b , yaitu 

untuk sebarang bilangan 0   di atas terdapat bilangan 0   dan untuk 

setiap , [ , ]x y a b , x  adalah salah satu titik kc  atau kd , 1,2,...,k n=  

dengan sifat x y −   berlaku 

0

( ) ( )
X

F x F y
n


−  . 

Dibentuk barisan behingga atau tak berhingga selang terbuka ( ) ,k ka b  

dengan ka A  atau kb A dan ( )
1

k k

k

b a 


=

−   . 

Diandaikan ka A dan kb A . 
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Diambil sebarang ( ),k ka b   

Jika A   maka berlaku 

( ) ( ) ( )
1 1

,k k k kX X
k k

F a b F b F a 
 

= =

= −   . 

Jika A   maka berlaku 

( ) ( ) ( )
0 0

;[ , ]k k k kX
k n k n

F b F a F a b 
 

−    . 

dan 

0

( ) ( )k k X
F b F a

n


−  . 

Dengan demikian 

0

01 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

k k k k k k

k k k nX X X

F b F a F b F a F b F a
 

= = 

− = − + −    

2 . 

 

Akan ditunjukkan (iii) maka (i). 

Diketahui untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan 0   dan jika 

( ) ,n na b  barisan interval buka dengan na A  atau nb A  dan 

( )
1

n n

n

b a 


=

−   berlaku 

( ) ( )
1

n n X
n

F b F a 


=

−  . 

Akan ditunjukkan bahwa ( )*F AC A . 

Menurut yang diketahui jika ,n na b A maka ( )F AC A . 

Untuk setiap ( ) ( ), ,n n n na b    diperoleh 
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( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n nb a a b   − = − + − + − . 

( ) ( ) ( )
1 1 1

; ;n n n n n n

n n n

a b      
  

= = =

−  −  −     

Jadi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n nF b F a F F a F F F b F   − = − + − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n nF F F b F a F a F F F b   − = − + − + −  

Sehingga 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n nX X
F F F b F a F a F F F b   − = − + − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nX X X
F b F a F a F F F b  − + − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n n n nX X X
n n n

F F F b F a F a F  
  

= = =

−  − + −    

( ) ( )
1

n n X
n

F F b


=

+ −  

   + +  

3= . 

Hal ini berakibat 

( )
1

;[ , ] 3n n

n

F a b 


=

 . 

Jadi ( )*F AC A . □ 

 

Teorema 6.3.13 Diketahui :[ , ]F a b X→ . Jika F  kontinu di [ , ]c a b  

dan ( )*F AC A  untuk suatu [ , ]A a b maka  ( )*F AC A c  . 



Integral Dunford 

 

131 

Bukti: Diketahui F  kontinu di [ , ]c a b  dan ( )*F AC A  untuk suatu 

[ , ]A a b . Berarti untuk setiap bilangan 0   terdapat bilangan 1 0   

dan 2 0   sehingga jika 

(i) ( ) ,i ia b  barisan interval buka yang saling asing dengan ,i ia b A  

dan ( ) 1

1

i i

i

b a 


=

−   maka 

( )
1

;[ , ]
2

i i

i

F a b





=

 . 

(ii) 2 2,
2 2

x c c
  

 − + 
 

 maka 

( ) ( )
4X

F c F x


−  . 

Jadi, jika 2 2, ,
2 2

x y c c
  

 − + 
 

 maka berlaku 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
X X X

F x F y F x F c F c F y−  − + −  

4 4 2

  
 + = . 

Hal ini berarti 

2 2; ,
2 2 2

F c c
  


  

− +   
  

. 

Diambil  1 2min ,  =  

Maka diperoleh  ( )*F AC A c  . □ 
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Teorema 6.3.14 Diketahui :[ , ]F a b X→ . Jika F  kontinu pada[ , ]a b  dan 

( )*F AC A  untuk suatu [ , ]A a b maka ( )*F AC A . 

Bukti: Diketahui F  kontinu pada [ , ]a b  dan ( )*F AC A  untuk suatu 

[ , ]A a b . Berarti untuk sebarang bilangan 0   terdapat bilangan 0   

dan jika ( ) ,i ia b  barisan interval buka yang saling asing dengan ,i ia b A  

dan ( )
1

i i

i

b a 


=

−   maka 

( )
1

;[ , ]
2

i i

i

F a b





=

 . 

Diambil barisan interval buka ( ) ,i ic d  yang saling asing dengan 

,i ic d A dan ( )
1

i i

i

d c 


=

−  . 

Karena ,i ic d A  dengan A  interval tertutup dan F  kontinu pada [ , ]a b  

maka ada barisan  iku  dan  ikv  di dalam A  sehingga i kc u  dan k iv d  

dan 

lim ik i
k

u c
→

= dan lim ik i
k

v d
→

= . 

Hal ini berakibat 

( ) ( )lim ik i
k

F u F c
→

= dan ( ) ( )lim ik i
k

F v F d
→

= , 

Lebih lanjut karena 

( ) ( )
1 1

ik ik i i

k i

v u d c 
 

= =

−  −    

Maka berakibat 
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( )
1

;[ , ]
2

ik ik

k

F u v





=

 . 

Dengan demikian diperoleh 

( ) ( )
1 1

;[ , ] lim ;[ , ]i i ik ik
k

i i

F c d F u v 
 

→
= =

=   

( )
1

lim ;[ , ]ik ik
k

i

F u v


→
=

=   

2


 . 

Jadi, ( )*F AC A . □ 

 

Berikut ini dibahas fungsi bervariasi terbatas dan kaitannya dengan 

fungsi primitif integral Dunford pada [ , ]a b . 

Definisi 6.3.15  Diberikan X  ruang Banach dan fungsi :[ , ]F a b X→ . 

Fungsi F  dikatakan bervariasi terbatas pada , ]A a b , ditulis 

( )F BV A , jika ada bilangan 0M   sehingga untuk setiap barisan 

interval buka ( ) ,i ia b  yang saling asing dengan ,i ia b A  maka 

( ) ( ) ( )
1 1

,i i i iX X
i i

F a b F b F a M
 

= =

= −   . 

 

Definisi 6.3.16 Diberikan X  ruang Banach dan fungsi :[ , ]F a b X→ . 

Fungsi F  dikatakan bervariasi terbatas kuat pada , ]A a b , ditulis 

( )*F BV A , jika ada bilangan 0M   sehingga untuk setiap barisan 

interval buka ( ) ,i ia b  yang saling asing dengan ,i ia b A  maka 
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( )
1

;[ , ]i i

i

F a b M


=

 . 

 

Teorema 6.3.17  Jika ( )F AC A  maka ( )F BV A . 

Bukti: Diketahui ( )F AC A  makauntuk setiap bilangan 0  (misalkan 

1 = ) terdapat bilangan 0   dan jika ( ) ,i ic d  barisan selang terbuka 

pada [ , ]a b  dengan ,i ic d A  dan ( )
1

i i

i

d c 


=

−   berlaku 

( )
1

, 1i i X
i

F c d 


=

 = . 

Akan ditunjukkan ada ada bilangan 0M   sehingga untuk setiap barisan 

interval buka ( ) ,i ic d  yang saling asing dengan ,i ic d A  maka 

( ) ( ) ( )
1 1

,i i i iX X
i i

F c d F d F c M
 

= =

= −   . 

Pilih ( )
1

sup , ,1: ,i i i iX
i

M F c d c d A


=

 
=  

 
 . 

Jadi ada bilangan 0M   sehingga untuk setiap barisan interval buka 

( ) ,i ic d  yang saling asing dengan ,i ic d A  maka 

( ) ( ) ( )
1 1

,i i i iX X
i i

F c d F d F c M
 

= =

= −   . 

Hal ini berarti ( )F BV A . □ 

 

Teorema 6.3.18  Jika ( )*F AC A  maka ( )*F BV A . 
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Bukti: Diketahui ( )*F AC A  berarti untuk setiap bilangan 0 

(misalkan 1 = ) terdapat bilangan 0  dan jika ( ) ,i ic d  barisan selang 

terbuka di dalam [ , ]a b  dengan ,i ic d A  dan ( )
1

i i

i

d c 


=

−   berlaku 

( )
1

;[ , ] 1i i

i

F c d 


=

 =  

Pilih ( )
1

sup ;[ , ] ,1: ,i i i i

i

M F c d c d A


=

 
=  

 
 . 

Maka ada bilangan 0M   sehingga untuk setiap barisan interval buka 

( ) ,i ia b  yang saling asing dengan ,i ia b A  maka 

( )
1

;[ , ]i i

i

F a b M


=

 . 

Jadi, ( )*F BV A . □ 

 

Teorema 6.3.19 Jika ( )*F BV A maka ( )F BV A . 

Bukti: Diketahui ( )*F BV A  berarti ada bilangan 0M   sehingga 

untuk setiap barisan interval buka ( ) ,i ia b  yang saling asing dengan 

,i ia b A  maka 

( )
1

;[ , ]i i

i

F a b M


=

 . 

Hal ini berakibat 

( ) ( ) ( )
1 1

,i i i iX X
i i

F a b F b F a
 

= =

= −   
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( ) ( ) 
1

sup : , [ , ], 1i iX
i

F x F y x y a b i


=

 −    

( )
1

;[ , ]i i

i

F a b


=

=  

M . 

Jadi, ada bilangan 0M   sehingga untuk setiap barisan interval buka 

( ) ,i ia b  yang saling asing dengan ,i ia b A  berlaku 

( )
1

,i i X
i

F a b M


=

 . 

Dengan kata lain ( )F BV A . □ 

 

Berikut ini dibahas generalisasi dari fungsi kontinu mutlak dan fungsi 

kontinu mutlak kuat, serta generalisasi dari fungsi bervariasi terbatas dan 

bervariasi terbatas kuat kemudian kaitan antar masing-masing. 

Definisi 6.3.20  Diberikan X  ruang Banach dan fungsi :[ , ]F a b X→ . 

Fungsi F  dikatakan kontinu mutlak terintlak (Generalized absolutely 

continuous) pada [ , ]A a b , ditulis ( )F ACG A , jika ada barisan 

himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( ) ,nF AC a n  . 

 

Definisi 6.3.21 Diberikan X  ruang Banach dan fungsi :[ , ]F a b X→ . 

Fungsi F  dikatakan kontinu mutlak kuat terintlak (Generalized stricly 
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absolutely continuous) pada [ , ]A a b , ditulis ( )*F ACG A , jika ada 

barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( )* ,nF AC a n  . 

 

Teorema 6.3.22 Jika ( )F AC A maka ( )F ACG A . 

Bukti: Diketahui ( )F AC A . Dibentuk barisan himpunan  na sehingga

1

n

n

A a


=

= . Karena ( )F AC A  dan 
1

n

n

A a


=

= maka 
1

n

n

F AC a


=

 
  

 
. Hal 

ini berakibat ( ) ,nF AC a n  . 

Jadi ada barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( ) ,nF AC a n  . 

Jadi, ( )F ACG A .  □ 

 

Teorema 6.3.23 Jika  ( )*F AC A maka ( )*F ACG A . 

Bukti: Diketahui ( )*F AC A . Dibentuk barisan himpunan  na sehingga

1

n

n

A a


=

= . Karena ( )*F AC A  dan 
1

n

n

A a


=

= maka *

1

n

n

F AC a


=

 
  

 
. 

Hal ini berakibat ( )* ,nF AC a n  . 

Jadi ada barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( )* ,nF AC a n  . 
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Jadi, ( )*F ACG A .  □ 

 

Teorema 6.3.24 Jika ( )*F ACG A maka ( )F ACG A . 

Bukti: Karena ( )*F ACG A  maka ada barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( )* ,nF AC a n  . 

Menurut Teorema jika ( )* ,nF AC a n  maka ( ) ,nF AC a n  . 

Jadi ada barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( ) ,nF AC a n  . 

Hal ini berarti ( )F ACG A .  □ 

 

Definisi 6.3.25 Diberikan X  ruang Banach dan fungsi :[ , ]F a b X→ . 

Fungsi F  dikatakan bervariasi terbatas terintlak (Generalized bounded 

variation function) pada [ , ]A a b , ditulis ( )F BVG A , jika ada barisan 

himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( ) ,nF BV a n  . 

 

Definisi 6.3.26 Diberikan X  ruang Banach dan fungsi :[ , ]F a b X→ . 

Fungsi F  dikatakan bervariasi terbatas kuat terintlak (Generalized stricly 

bounded variation function) pada [ , ]A a b , ditulis ( )*F BVG A , jika 

ada barisan himpunan  na  sehingga 
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1

n

n

A a


=

= dan ( )* ,nF BV a n  . 

 

Teorema 6.3.27 Jika ( )F BV A maka ( )F BVG A . 

Bukti: Diketahui ( )F BV A , berarti ada bilangan 0M   sehingga untuk 

setiap barisan interval buka ( ) ,i ia b  yang saling asing dengan ,i ia b A  

maka 

( ) ( ) ( )
1 1

,i i i iX X
i i

F a b F b F a M
 

= =

= −   . 

Dibentuk barisan himpunan  na sehingga
1

n

n

A a


=

= . Karena ( )F BV A  

dan 
1

n

n

A a


=

= maka 
1

n

n

F BV a


=

 
  

 
. Hal ini berakibat ( ) ,nF BV a n  . 

Jadi ada barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( ) ,nF BV a n  . 

Jadi, ( )F BVG A .  □ 

 

Teorema 6.3.28 Jika ( )*F BV A maka ( )*F BVG A . 

Bukti: Diketahui ( )*F BV A . Dibentuk barisan himpunan  na sehingga

1

n

n

A a


=

= . Karena ( )*F BV A  dan 
1

n

n

A a


=

= maka *

1

n

n

F BV a


=

 
  

 
. 

Hal ini berakibat ( )* ,nF BV a n  . 
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Jadi ada barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( )* ,nF BV a n  . 

Jadi, ( )*F BVG A .  □ 

 

Teorema 6.3.29 Jika ( )*F BVG A maka ( )F BVG A . 

Bukti: Karena ( )*F BVG A  maka ada barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( )* ,nF BV a n  . 

Menurut Teorema, jika ( )* ,nF BV a n  maka ( ) ,nF BV a n  . 

Jadi ada barisan himpunan  na  sehingga 

1

n

n

A a


=

= dan ( ) ,nF BV a n  . 

Dengan kata lain ( )F BVG A . □ 

 

Teorema 6.3.30 Jika :[ , ]f a b X→  terintegral Dunford pada [ , ]a b  

dengan primitif F maka [ , ]F BVG a b . 

Bukti: Diketahui [ , ]Lf D a b  maka untuk setiap bilangan 0   dan 

* *x X  terdapat fungsi positif   pada [ , ]a b  dan jika  [ , ]A a b interval 

tertutup dan  1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x=D  partisi tag − fine pada A  

berlaku 

( )*

1

( ) ( ) ( )
n

i i i

i

x f x D F D 
=

−    
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atau 

* *

1

( ) ( ) ( )
n

i i

i

x f x D x F A 
=

−  . 

Misalkan diambil 1 =  dan ( ) 1x  serta 
* 1

X
x  . 

Dibentuk himpunan niA  adalah himpunan semua 

1
[ , ] [ , ]

i i
x a a a b

n n

−
 + +   sedemikian hingga ( )

X
f x n dan 

1 1
( )

1
x

n n
 

−
. 

Diperoleh bahwa 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

= . 

Diambil sebarang himpunan interval tertutup  [ , ]k ka b yang tidak saling 

tumpang tindih dengan ,k k nia b A  untuk setiap k . 

Diperoleh ( ) ,[ , ]k k ka a b  adalah partisi Perron  -fine K − sistem di dalam 

[ , ]a b . 

Sehingga 

( ) ( )*

1 1

[ , ] [ , ]k k k kX
k k X

F a b x F a b
 

= =

   

( ) ( ) ( )*

1

[ , ] ( ) ( )k k k k k k k kX
k X

x F a b f a b a f a b a


=

 − − + −  

( ) ( ) ( )* *

1 1

[ , ] ( ) ( )k k k k k k k kX X
k kX X

x F a b f a b a x f a b a
 

= =

 − − + −   

( ) ( ) ( )* * *

1 1

[ , ] ( ) ( )k k k k k k k kX
k k X

x F a b x f a b a x f a b a
 

= =

 − − + −   
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( )1 n b a + − . 

Hal ini menunjukkan bahwa ( )niF BV A . 

Jadi ada barisan himpunan  niA  sehingga 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

= dan ( )niF BV A

. 

Jadi [ , ]F BVG a b .  □ 

 

Akibat 6.3.31 Jika [ , ]Lf D a b  dengan primitif F  maka ada barisan 

himpunan  niA  sehingga 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

= dan ( ) , ,niF BV A n i  . □ 

 

Teorema 6.3.32 Jika [ , ]Lf D a b  dengan primitif F maka [ , ]F BV a b . 

Bukti: Karena [ , ]f D a b dengan primitif F maka menurut Akibat 6.3.31 

ada barisan himpunan  niA  sehingga 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

= dan 

( ) , ,niF BV A n i  . Karena ( ) , ,niF BV A n i   dan 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

=  maka 

berakibat [ , ]F BV a b . □ 

 

Teorema 6.3.33 Jika [ , ]Lf D a b  dengan primitif F maka 

[ , ]F ACG a b . 

Bukti: Diketahui [ , ]f D a b  maka untuk setiap bilangan 0   dan 

* *x X  terdapat fungsi positif   pada [ , ]a b  dan jika [ , ]A a b interval 
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tertutup dan  1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x=D  partisi tag  − fine pada A  

berlaku 

( )*

1

( ) ( ) ( )
2

n

i i i

i

x f x D F D



=

−    

atau 

* *

1

( ) ( ) ( )
2

n

i i

i

x f x D x F A



=

−  . 

Misalkan diambil ( ) 1x  dan
* 1

X
x  . 

Dibentuk himpunan niA  adalah himpunan semua 

1
[ , ] [ , ]

i i
x a a a b

n n

−
 + +   sedemikian hingga ( )

X
f x n dan 

1 1
( )

1
x

n n
 

−
. 

Diperoleh bahwa 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

= . 

Diambil sebarang himpunan interval tertutup  [ , ]k ka b yang tidak saling 

tumpang tindih dengan ,k k nia b A  untuk setiap k . 

Diperoleh ( ) ,[ , ]k k ka a b  adalah partisi Perron  -fine K − sistem di dalam 

[ , ]a b , yang berakibat bahwa ( ) ,[ , ]k k ka a b
 
merupakan partisi tag -fine 

K − system di dalam [ , ]a b . 

Sehingga 

( ) ( )*

1 1

[ , ] [ , ]k k k kX
k k X

F a b x F a b
 

= =

   



Integral Dunford 

 

144 

( ) ( ) ( )*

1

[ , ] ( ) ( )k k k k k k k kX
k X

x F a b f a b a f a b a


=

 − − + −  

( ) ( ) ( )* *

1 1

[ , ] ( ) ( )k k k k k k k kX X
k kX X

x F a b f a b a x f a b a
 

= =

 − − + −   

( ) ( ) ( )* * *

1 1

[ , ] ( ) ( )k k k k k k k kX
k k X

x F a b x f a b a x f a b a
 

= =

 − − + −   

( )
2

k k

k

n b a


 + − . 

Pilih 
( )2n b a


 

−
dan ( )k k

k

b a −  , maka diperoleh 

( ) ( )
1

[ , ]
2

k k

k

F a b n b a





=

 + −  

 . 

Ini berarti ( )niF AC A . 

Jadi ada barisan  niA  sehingga 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

= dan ( )niF AC A , ,n i . 

Dengan kata lain [ , ]F ACG a b . □ 

 

Akibat 6.3.34 Jika [ , ]Lf D a b  dengan primitif F  maka ada barisan 

himpunan  niA  sehingga 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

= dan ( )niF AC A , ,n i . □ 

 

Teorema 6.3.35 Jika [ , ]Lf D a b  dengan primitif F maka [ , ]F AC a b . 
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Bukti: Karena [ , ]Lf D a b dengan primitif F maka berdasarkan Akibat 

6.3.34 ada barisan himpunan  niA  sehingga 
1
2

[ , ] ni

i
n

a b A


=
=

= dan 

( )niF AC A , ,n i .Jadi [ , ]F AC a b .  □ 

 

Selanjutnya dikaji fungsi kontinu, kontinu lemah, dan hubungannya. 

Definisi 6.3.36 Fungsi :[ , ]F a b X→  dikatakan kontinu (kontinu kuat) di 

[ , ]c a b  jika 

( ) ( )lim 0
Xx c

F x F c
→

− = . 

Sedangkan fungsi :[ , ]F a b X→  dikatakan kontinu lemah di [ , ]c a b  jika 

( ) ( )* *lim 0
x c

x F x x F c
→

− = , 

untuk setiap * *x X . 

Jika fungsi :[ , ]F a b X→  kontinu di setiap titik [ , ]c a b , maka fungsi F  

dikatakan kontinu (kontinu lemah) pada [ , ]a b . 

Jika fungsi :[ , ]F a b X→  kontinu lemah di setiap titik [ , ]c a b , maka 

fungsi F  dikatakan kontinu lemah pada [ , ]a b . 

 

Teorema 6.3.37 Jika fungsi F  kontinu di [ , ]c a b , maka fungsi F  

kontinu lemah di [ , ]c a b . 

Bukti: Diketahui fungsi F  kontinu di [ , ]c a b , berarti  

( ) ( )lim 0
Xx c

F x F c
→

− = . 

Untuk setiap * *x X , diperoleh 
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( ) ( )* lim 0
Xx c

x F x F c
→

− =  

( ) ( )*lim 0
Xx c

x F x F c
→

 − =  

( ) ( )* *lim 0
x c

x F x x F c
→

 − = . 

Hal ini berarti fungsi F  kontinu lemah di [ , ]c a b .  □ 

 

Teorema 6.3.37 sebaliknya belum tentu berlaku, artinya setiap fungsi yang 

kontinu lemah belum tentu kontinu. Seperti pada contoh berikut. 

Contoh 6.3.38 Didefinisikan fungsi 2:[0,1]F L→  oleh 

( )

1
,

1
0, , [0,1],

ne x
n

F x

x x n N
n


=

= 
   


. 

Fungsi F  kontinu lemah di 0 [0,1] , yaitu untuk setiap * *x X  berlaku 

( ) ( )* *

0
lim 0 0
x

x F x x F
→

− = . 

Akan tetapi fungsi F  tidak kontinu di 0 [0,1] , karena 

2

1
1

L

F
n

 
= 

 
, 

sehingga 

( )
2

0

1
lim 0 1 0
x

L

F F
n→

 
− =  

 
. 

Akibat Teorema 6.3.8 berdasarkan Teorema 6.3.37 sebagai berikut. 

Akibat 6.3.39 Jika [ , ]Lf D a b  dengan fungsi primitif F maka F  kontinu 

lemah pada [ , ]a b . □ 
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BAB 7 

Kekonvergenan dan Perluasan Harnack Integral Dunford 

 

Bab ini membahas syarat cukup agar limit barisan nilai integral suatu 

fungsi terintegral Dunford sama dengan limit barisan fungsi tersebut. Oleh 

karena itu, diperlukan beberapa pengertian terkait kekonvergenan barisan. 

Kemudian dibahas perluasan Harnack dan Sifat Cauchy dari integral 

Dunford. 

7.1 Kekonvergenan  Integral Dunford 

Berikut ini beberapa konsep kekonvergenan yang mendasari dalam 

pembahasan teorema kekonvergenan. 

Definisi 7.1.1 Diberikan X  ruang Banach, interval tertutup [ , ]a b R , 

dan fungsi :[ , ]nf a b X→  untuk setiap n N . Barisan fungsi { }nf

dikatakan konvergen ke fungsi f di [ , ]x a b  jika barisan  ( )nf x  

konvergen ke ( )f x , yaitu ada ( )f x X  dan untuk setiap bilangan 0   

terdapat bilangan asli 0 0 ( , )n n x= sehingga jika 0n n  berlaku 

( ) ( ) .n X
f x f x − 

 

Jadi  nf  konvergen di [ , ]x a b  sama saja  ( )nf x  konvergen. 

Jika barisan fungsi { }nf  konvergen di setiap [ , ]x a b  maka { }nf

dikatakan konvergen pada [ , ]a b . 

 



Kekonvergenan & Perluasan Harnack 

 

148 

Definisi 7.1.2  Diberikan X  ruang Banach,  interval tertutup[ , ]a b R , 

dan fungsi :[ , ]nf a b X→  untuk setiap n N . 

(i) Barisan fungsi { }nf  dikatakan konvergen lemah ke fungsi f di titik 

[ , ]x a b  jika barisan vektor { ( )}nf x  konvergen lemah ke ( )f x X , 

yaituuntuk setiap bilangan 0  dan * *x X  terdapat  bilangan asli 

*

0 0( , , )n n x x=  sehingga jika 0n n  berlaku 

( ) ( )* * .nx f x x f x −   

(ii) Barisan fungsi { }nf  dikatakan konvergen lemah ke fungsi f pada 

[ , ]a b  jika untuk setiap [ , ]x a b  dan setiap bilangan 0  , * *x X  

terdapat bilangan asli *

0 0( , , )n n x x=  sehingga jika 0n n  berlaku 

( ) ( )* *

nx f x x f x −  . 

(iii) Barisan fungsi { }nf  dikatakan konvergen lemah seragam ke fungsi f  

pada[ , ]a b  jika untuk setiap bilangan 0   terdapat  bilangan asli 

0 0 ( )n n =  sehingga jika 0n n  berlaku 

( ) ( )* *

nx f x x f x −   

untuk setiap [ , ]x a b  dan * *x X . 

 

Definisi 7.1.3 Barisan fungsi { }nf  dikatakan naik monoton lemah pada 

[ , ]a b  jika untuk setiap  * *x X  barisan *{ }nx f  naik monoton, yaitu jika 

berlaku ( ) ( )* *

1n nx f x x f x+  untuk setiap [ , ]x a b , * *x X , dan n N . 

Sedangkan barisan fungsi { }nf  dikatakan turun monoton lemah pada 
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[ , ]a b  jika untuk setiap  * *x X  barisan *{ }nx f  turun monoton, yaitu jika 

berlaku ( ) ( )* *

1n nx f x x f x+  untuk setiap [ , ]x a b , * *x X , dan n N . 

Barisan naik monoton lemah atau turun monoton lemah disebut barisan 

monoton lemah. 

 

Selanjutnya diberikan X ruang Banach, interval tertutup[ , ]a b R , 

dan  fungsi , :[ , ]nf f a b X→ untuk setiap n N . Jika fungsi nf  
terintegral 

Dunford pada [ , ]a b  untuk setiap bilangan asli n  dan barisan fungsi { }nf  

konvergen lemah ke fungsi f  pada interval tertutup [ , ]A a b , akan 

ditunjukkan beberapa kondisi yang menyebabkan f terintegral Dunford 

pada [ , ]a b  dan 

( ) ( )
** **

, ,
lim

nf A f A
n

x x
→

= . 

Berikut ini adalah teorema-teorema kekonvergenan pada integral 

Dunford. 

Teorema 7.1.4 (Teorema Kekonvergenan Seragam) Diberikan X  

ruang Banach,interval tertutup[ , ]a b R ,  fungsi , :[ , ]nf f a b X→ dan

[ , ]n Lf D a b  untuk setiap bilangan asli n. Jika barisan fungsi { }nf  

konvergen lemah seragam ke fungsi f  pada interval tertutup [ , ]A a b  

maka [ , ]Lf D a b  dan 

( ) ( )
** **

, ,
lim

nf A f A
n

x x
→

= . 
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Bukti: Diberikan [ , ]A a b  sebarang interval tertutup. 

Diketahui bahwa barisan fungsi { }nf  konvergen lemah seragam ke fungsi 

f  pada interval tertutup [ , ]A a b  berarti untuk setiap bilangan 0 

terdapat bilangan Asli 0 0 ( )n n =  sehingga jika 0n n  berlaku 

( ) ( )
( )

* *

4 1
nx f x x f x

A




− 

+
           

(7.1) 

untuk setiap [ , ]x a b dan * *x X . 

Fungsi [ , ]n Lf D a b  untuk setiap bilangan asli n, berarti untuk 0   

tersebut di atas, setiap * *x X , dan setiap interval tertutup [ , ]A a b  

fungsi *

nx f  terintegral Lebesgue ekuivalen terintegral McShane pada A. 

Jadi terdapat fungsi positif n pada [ , ]a b sehingga untuk [ , ]A a b di atas,

( ) ,D x=D dan ( ) ,D x=P masing-masing sebarang partisi McShane

n -fine pada A berlaku 

( ) ( ) ( )* ** *

,
( )

4n
n f A

x A

x f x D x x





− D  

dan 

( ) ( )* *( ) ( )
4

n n

x A x A

x f x D x f x D


 
 

−  D P .        (7.2) 
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Berdasarkan  (7.1) dan (7.2),  Jika ( ) ,D x=D dan ( ) ,D x=P  sebarang 

pertisi McShane n -fine pada A diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( )* *

x A x A

x f x D x f x D 
 

− D P  

( ) ( ) ( ) ( )* *

n

x A x A

x f x D x f x D 
 

 − D D

 

 ( ) ( ) ( ) ( )* *

n n

x A x A

x f x D x f x D 
 

+ − D P  

( ) ( ) ( ) ( )* *

n

x A x A

x f x D x f x D 
 

+ − P P

 

( )
( )

( )
( )

4 1 4 4 1x A x A

D D
A A

  
 

  

 + +
+ +

 D P  

( )
( )

( )
( )

4 1 4 4 1
A A

A A

  
 

 
= + +

+ +
 

.  

Jadi fungsi
*x f  terintegral McShane (Lebesgue)  pada A dan untuk setiap 

interval tertutup [ , ]A a b  di atas terdapat vektor
( )
** **

,f A
x X  sehingga 

( ) ( ) ( )** * *

,
.

f A

A

x x L x f= 
 

Dengan kata lain [ , ]Lf D a b . 
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Selanjutnya karena [ , ]Lf D a b  maka untuk setiap * *x X  dan sebarang 

interval tertutup [ , ]A a b di atas, fungsi *x f  terintegral Lebesgue 

(McShane) pada A . Berarti untuk setiap bilangan 0   tersebut di atas 

terdapat fungsi positif '  pada A  sehingga jika ( ) ,D x=Q  partisi 

McShane ' -fine pada A berlaku 

( ) ( ) ( ) ( )* ** *

,
.

4
f A

x A

x f x D x x





− Q  

Dipilih ( ) ( ) ( ) * Min , 'nx x x  =  untuk setiap [ , ]x a b . 

Diperoleh fungsi positif *  pada [ , ]a b .Jadi untuk interval tertutup

[ , ]A a b  dan jika ( ) * ,D x=D partisi McShane * -fine pada [ , ]a b  

didapat 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )** * ** * ** * * *

,, ,n n
nf Af A f A

x A

x x x x x x x f x D


−  − D  

( ) ( ) ( ) ( )* * * *

n

x A x A

x f x D x f x D 
 

+ − D D  

( ) ( ) ( ) ( )* * ** *

,f A
x A

x f x D x x


+ −D
 

( )
( )*

4 4 1 4x A

D
A

  


 

 + +
+

D  

( )
( )

4 4 1 4
A

A

  



= + +

+
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.  

Dengan kata lain 

( ) ( ) ( ) ( )** * ** *

, ,
lim

nf A f A
n

x x x x
→

= , 

untuksetiap * *x X . 

Jadi, 

( ) ( )
** **

, ,
lim

nf A f A
n

x x
→

= . □ 

 

Teorema 7.1.5  (Teorema Kekonvergenan Monoton) Diberikan X  

ruang Banach,interval tertutup[ , ]a b R ,  fungsi , :[ , ]nf f a b X→ dan 

[ , ]n Lf D a b  untuk setiap bilangan asli n. Jika  

(i) barisan fungsi  nf monoton lemah pada A , 

(ii) barisan  nf  konvergen lemah ke  fungsi  f  pada A , dan 

(iii) 
( ) ( )** *

,
lim

nf A
n

x x
→

untuksetiap * *x X adadanberhingga, 

 maka [ , ]Lf D a b  dan 

( ) ( )
** **

, ,
lim

nf A f A
n

x x
→

=  

untuk setiap interval tertutup [ , ]A a b . 

Bukti: Dibuktikan untuk barisan fungsi { }nf  yang naik monoton lemah 

pada A .Diberikan sebarang bilangan 0   dan sebarang interval tertutup

[ , ]A a b . Barisan fungsi { }nf  konvergen lemah ke fungsi f pada 
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[ , ]A a b , berarti untuk bilangan 0   di atas dan untuk setiap * *x X  

dan [ , ]x a b , terdapat bilangan asli ( )*

0 0 , ,m m x x=  sehingga jika 

0n m  berlaku 

( ) ( )
( )

* * .
4 4

nx f x x f x
A




− 

+
 

Fungsi [ , ]n Lf D a b  untuk setiap bilangan asli n, berarti untuk setiap 

* *x X  dan interval tertutup [ , ]A a b fungsi *

nx f  terintegral Lebesgue 

(McShane) pada A , yaitu untuk setiap bilangan 0   tersebut di atas 

terdapat fungsi positif n  pada [ , ]a b  sehingga jika ( ) ,D x=D  sebarang 

partisi McShane n − fine pada A  berlaku 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* ** * * *

,
.

2n
n n nf A

x A x A A

x f x D x x x f x D H x f


 
 

− = −   D D  

Karena barisan fungsi { }nf  naik monoton lemah pada A  maka untuk 

setiap * *x X  barisan  *

nx f  naik monoton pada A , yaitu 

( ) ( )* *

1(n nx f x x f x+  untuk setiap [ , ]x A a b  . Karena [ , ]nf D a b , 

maka untuk setiap * *x X  dan interval tertutup [ , ]A a b fungsi *

nx f  

terintegral Lebesgue pada A  sehingga  

( ) ( ) ( )** * *

,n
nf A

A

x x L x f=  . 

Akibatnya 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

** * * * ** *

1, ,n n
n nf A f A

A A

x x L x f L x f x x
+

+=  =  . 

Hal ini berarti barisan ( ) *

n

A

L x f
 
 
 

  naik monoton pada A . 

Karena barisan ( ) *

n

A

L x f
 
 
 

  naik monoton dan untuk setiap * *x X  dan 

interval tertutup [ , ]A a b  dan 
( ) ( )** *

,
lim

nf A
n

x x
→

 untuk setiap * *x X ada dan 

berhingga, maka  ( ) *

n

A

L x f
 
 
 

 konvergen, katakan ke  0L  sehingga 

( ) ( ) ( )** * *

0,
lim lim .

n
nf A

n n
A

x x L x f L
→ →

= =  

Jadi untuk sebarang bilangan 0   di atas terdapat bilangan asli 

*

0 0 ( , )n n x=  sehingga jika 0n n  berlaku 

( ) *

0 .
4

n

A

L x f L


−   

Dipilih ( ) ( ) ( ) * * * *

0 0, , maks , , , ,m x x n x m x x  =  

Dibentuk fungsi positif    pada [ , ]a b  dengan rumus 

( ) ( )* *( , , )m x x
x x


 =  untuk setiap [ , ]x a b  dan * *x X . 
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Dengan demikian untuk interval tertutup [ , ]A a b dan jika 

 1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n nD x D x D x=D  partisi McShane − fine pada A  

berlaku 

( ) ( )*

0

x A

x f x D L


−D  

( ) ( ) ( ) ( )*

* *

m
x A x A

x f x D x f x D 
 

 − D D  

( ) ( ) ( )* *

* *

m m
x A A

x f x D H x f


+ − D

( ) *

*

0m

A

H x f L+ −  

( ) ( ) ( )*

* *

2 4m
x A

x f x x f x D
 




 − + +D  

( )
( )

4 4 2 4x A

D
A

  


 

 + +
+

D  

( )
( )

4 4 2 4
A

A

  



= + +

+
 

.

 

Hal ini berarti 
*x f  terintegral McShane (Lebesgue) pada A  dan terdapat 

( )
** **

,f A
x X  sehingga  

( ) ( ) ( )** * *

,
.

f A

A

x x L x f=   
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Jadi [ , ]Lf D a b  dan 

( ) ( )** *

0,f A
x x L=  atau  

( ) ( ) ( ) ( )** * ** *

, ,
lim

nf A f A
n

x x x x
→

=  

untuksetiap * *x X . 

Karena berlaku untuk setiap * *x X , maka 

( ) ( )
** **

, ,
lim

nf A f A
n

x x
→

= . □ 

 

Teorema 7.1.6 (Lemma Fatou) Diberikan X  ruang Banach, interval 

tertutup [ , ]a b R ,  fungsi , :[ , ]nf f a b X→  dan [ , ]n Lf D a b  untuk 

setiap bilangan asli n. Jika untuk setiap interval tertutup [ , ]A a b barisan 

 nf  konvergen lemah ke fungsi f  pada  A  dan ( )* 0nx f x  hampir di 

mana-mana pada A untuk setiap n  dan untuk setiap * *x X  maka

[ , ]Lf D a b  dan 

( ) ( ) ( ) ( )** * ** *

, ,
lim inf

nf A f A
n

x x x x
→

 .
 

Bukti: Diambil sebarang interval tertutup [ , ]A a b . 

Untuk setiap n N  dan * *x X didefinisikan fungsi : [ , ]ng A a b X →

oleh 

( ) ( ) * *infn k
k n

x g x x f x


=  untuk setiap [ , ]x A a b  . 
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Diperoleh bahwa barisan  *

nx g  naik monoton pada A  untuk setiap 

* *x X , artinya bahwa barisan  ng  naik monoton lemah pada A . 

Untuk setiap n N  diperoleh 

( ) ( )* *

n nx g x x f x  

untuk setiap .x A  Karena ( )* 0nx f x  h.d pada A  maka ( )* 0nx g x  h.d 

pada A . 

Lebih lanjut untuk setiap interval tertutup [ , ]A a b  dan  * *x X  

diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * ** * ** *

, ,
lim lim lim lim

n n
n n g A f A

n n n n
A A

L x g L x f x x x x
→ → → →

    . 

Karena barisan  *

nx g  naik monoton, dan barisan  *

nx f  konvergen ke 

fungsi *x f  untuk setiap * *x X  maka barisan  *

nx g  konvergen ke *x f  

untuk setiap * *x X . Jadi barisan fungsi *{ }nx g  konvergen ke fungsi *x f  

untuk setiap * *x X . Hal ini berarti barisan  ng  konvergen lemah ke 

fungsi f . Karena ( ) *lim n
n

A

L x g
→   ada maka menurut Teorema 

Kekonvergenan Monoton diperoleh [ , ]Lf D a b  dan untuk setiap interval 

tertutup [ , ]A a b  diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )** * ** * ** *

, , ,
lim lim inf .

n nf A g A f A
n n

x x x x x x
→ →

=   

Jadi 



Kekonvergenan & Perluasan Harnack 

 

159 

( ) ( ) ( ) ( )** * ** *

, ,
lim inf

nf A f A
n

x x x x
→

  

untuk setiap * *x X . 

Dengan demikian, 

( ) ( )
** **

, ,
lim inf

nf A f A
n

x x
→

 . □ 

Akibat dari Lemma Fatou ini diperoleh Teorema Kekonvergenan 

Terdominasi Lebesgue yang disajikan sebagai berikut. 

Teorema 7.1.7 (Teorema Kekonvergenan Terdominasi Lebesgue) 

Diketahui fungsi , , :[ , ]nf g f a b X→  dan , [ , ]n Lg f D a b  untuk setiap 

bilangan asli n. Jika 

(i) barisan fungsi ( )nf  konvergen lemah ke fungsi f  pada [ , ],a b  

(ii) ( ) ( )* *

nx f x x g x  untuk setiap ,n N
* *,x X dan [ , ]x a b  

maka [ , ]Lf D a b  dan 

( ) ( ) ( ) ( )** * ** *

, ,
lim

nf A f A
n

x x x x
→

=
 

untuk setiap [ , ]A a b interval tertutup. 

Bukti: Diberikan [ , ]A a b  sebarang interval tertutup. 

Barisan fungsi ( )nf  konvergen lemah ke fungsi f  pada [ , ]a b  berarti 

barisan fungsi ( )nf  konvergen lemah ke fungsi f  di setiap [ , ]x a b , 

yaitu untuk setiap bilangan 0  , [ , ]x a b , dan * *x X  terdapat 

bilangan asli ( )*

0 0 , ,n n x x=  sehingga jika 0n n  berlaku 
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( ) ( )* *

nx f x x f x −   

atau  

( ) ( ) ( )* * * .n nx f x x f x x f x −   +  

Diketahui bahwa 

( ) ( )* *

nx f x x g x  

Diperoleh  

( ) ( ) ( )* * *

nx g x x f x x g x−  
  

 

Akibatnya  

( ) ( ) ( )( )* * * 0n nx g x x f x x g f x− = −  . 

Karena barisan fungsi ( )*

nx f  konvergen ke fungsi *x f  pada [ , ]a b untuk 

setiap * *x X  maka barisan fungsi ( )( )*

nx g f−  konvergen ke fungsi 

( )*x g f−  pada [ , ]a b , artinya  barisan fungsi ( )ng f−  konvergen lemah 

ke fungsi g f−  pada [ , ]a b . Akibatnya barisan ( ) ( )*

n

A

L x g f
 

− 
 

  

terbatas untuk setiap n dan * *x X . 

Dengan demikian menurut Lemma Fatou diperoleh [ , ]g f D a b−   dan 

( ) ( ) ( ) ( )** * ** *

, ,
liminf .

ng f A g f A
n

x x x x
− −

→

  
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Karena * * *( ) ( ) ( )x g x x f x x g x−    untuk setiap [ , ]x E a b   dan 

* *x X dan karena [ , ]g D a b   maka [ , ]Lf D a b  dan 

( ) ( ) ( )
** * ** * ** *

, , ,
0 ( ) ( ) ( )

g A f A g f A
x x x x x x

−
 − =  

( )
** *

,
lim inf ( )

ng f A
n

x x
−

→

  

( ) ( ) ** * **

, ,
lim inf ( )

ng A f A
n

x x x
→

= −  

( ) ( )* *lim inf ( )n
n

A A

L x g L x f
→

 
= + − 

 
   

( ) ( )* *lim inf lim inf ( )n
n n

A A

L x g L x f
→ →

= + −   

( ) ( )* *lim sup n
n

A A

L x g L x f
→

= −   

( ) ( )
** * ** *

, ,
( ) lim sup ( )

ng A f A
n

x x x x
→

= −  

Didapat 

( ) ( )
** * ** *

,,
lim sup ( ) ( )

n f Af A
n

x x x x
→

      

Selanjutnya 

* * *( ) ( ) ( )( ) 0 .n nx g x x f x x g f x+ = +   

Karena barisan fungsi ( )*

nx f  konvergen ke fungsi *x f  pada [ , ]a b untuk 

setiap * *x X  maka  barisan fungsi ( )*( )nx g f+  konvergen ke fungsi 
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*( )x g f+  pada [ , ]a b . Oleh karena itu barisan ( ) *( )n

A

L x g f
 

+ 
 

  terbatas 

untuk setiap n dan * *x X . 

Menurut Lemma Fatou diperoleh [ , ]g f D a b+   dan 

( ) ( )
** * ** *

, ,
( ) liminf ( ) .

ng f A g f A
n

x x x x
+ +

→

  

sehingga 

( ) ( ) ( )
** * ** * ** *

, , ,
0 ( ) ( ) ( )

g A f A g f A
x x x x x x

+
 + =  

( )
** *

,
lim inf ( )

ng f A
n

x x
+

→

  

( ) ( ) ** * ** *

, ,
lim inf ( ) ( )

ng A f A
n

x x x x
→

= +  

( ) ( )* *lim inf n
n

A A

L x g L x f
→

 
= + 

 
   

( ) ( )* *lim inf liminf n
n n

A A

L x g L x f
→ →

= +   

( ) ( )* *liminf n
n

A A

L x g L x f
→

= +   

( ) ( )
** * ** *

, ,
( ) lim inf ( )

ng A f A
n

x x x x
→

= +  

Didapat 

( ) ( )
** * ** *

,,
lim inf ( ) ( )

n f Af A
n

x x x x
→

   
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Dengan demikian diperoleh 

( ) ( ) ( )
** * ** * ** *

,, ,
lim sup ( ) ( ) lim inf ( )

n nf Af A f A
n n

x x x x x x
→ →

  

( ) ( )
** * ** *

, ,
( ) lim ( )

nf A f A
n

x x x x
→

= . □ 

 

Teorema 7.1.8 (Teorema Kekonvergenan Terbatas) Diberikan X  

ruang Banach, interval tertutup[ , ]a b R ,  fungsi , :[ , ]nf f a b X→ , dan

[ , ]n Lf D a b  untuk setiap bilangan asli n. Jika untuk setiap interval 

tertutup [ , ]A a b barisan fungsi  nf  konvergen lemah ke fungsi f pada 

A  dan ada bilangan 0M   sehingga ( )*

nx f x M  untuk setiap 

* *, ,n x X dan x A    maka [ , ]Lf D a b  dan 

( ) ( )
** **

, ,
lim

nf A f A
n

x x
→

= .
 

Bukti: Diberikan sebarang interval tertutup [ , ]A a b . 

Diambil ( )* 0,x g x M M R=    untuk setiap x A . Karena barisan 

fungsi  nf  konvergen lemah ke fungsi f  pada A  dan

( ) ( )* *

nx f x x g x M =  untuk setiap * *, , dann x X x A    maka 

berdasarkan Teorema Kekonvergenan Terdominasi Lebesgue diperoleh 

[ , ]Lf D a b  dan 

( ) ( )
** **

, ,
lim

nf A f A
n

x x
→

= . 
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Jadi [ , ]Lf D a b  dan 
( ) ( )
** **

, ,
lim

nf A f A
n

x x
→

= . □ 

 

7.2 Perluasan Harnack dan Sifat Cauchy Integral Dunford 

Berikut ini dibahas perluasan Harnack dan Sifat Cauchy dari integral 

Dunford pada [ , ]a b . 

Teorema 7.2.1 (Ekstensi Harnack)  Diberikan fungsi :[ , ]f a b X→ . 

Himpunan  B  tertutup di dalam [ , ]a b  dan  
1i i

A


=
 barisan himpunan 

sederhana yang tidak saling tumpang tindih sehingga 
1

[ , ]i

i

A a b B


=

= − . 

Jika ( )f D B  dan ( )if D A untuk setiap i dengan 

( ) *

1
i

i A

L x f


=

   , 

untuk setiap * *x X  dan [ , ]A a b , maka [ , ]f D a b  dan 

( ) ( )
 

( )
1, i

B

iA a b A

D f D f D f


=

= +   . 

Bukti: Diambil sebarang bilangan 0  . Karena ( )f D B  maka f  

terintegral McShane pada B , yaitu terdapat fungsi positif 0  pada B  

sehingga untuk setiap partisi tag  (McShane) 0 -fine ( ) 0 ,M x=M pada 

B  berlaku 

( ) ( ) ( )* *

0 ( )
4

B

x f x M M x f


 −  M , 

untuk setiap * *x X . 
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Karena ( )if D A  maka untuk setiap i  dan bilangan 0   di atas 

terdapat fungsi positif i  pada iA  sehingga untuk setiap partisi tag i -fine 

( ) ,i M x=M pada iA  berlaku 

( ) ( ) ( )* *( )
4

i

i

A

x f x M M x f


 −  M . 

Kemudian karena diketahui bahwa ( ) *

1
i

i A

L x f


=

   , maka untuk setiap 

bilangan  0   di atas terdapat bilangan asli N  sehingga untuk setiap 

i N  berlaku 

( ) *

4
i

i N A

L x f




  . 

Dibentuk fungsi positif   pada [ , ]a b , yaitu 

 

 

0 1

1

0

min ( ), ( ),..., ( ) ,

( )

min ( ), ( ) , , 1, 2,3,...

N

N i

i

N k i

i N k

x x x x B A

x

x x x A k

  



 

=



+

= +

  
   

  
= 
  =


 

Oleh karena itu, untuk setiap interval tertutup [ , ]A a b  dan partisi tag 

-fine ( ) ,M x=M  pada A  berlaku 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *

i
i NB A

x f x M L x f L x f


 
− + 
 
 

  M  

( ) ( ) ( ) ( )* *

0

iA

x f x M L x f − + M  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *

1
i i

i

i i N i NA A

x f x M L x f L x f


=  

− +    M  

4 4 4

  
 + +  . 

Hal ini berarti *x f  terintegral McShane pada [ , ]a b  yang ekuivalen *x f  

terintegral Lebesgue pada [ , ]a b  dan untuk setiap interval tertutup 

[ , ]A a b  terdapat vektor 
( )
** **

,f A
x X  sehingga 

( ) ( ) ( ) ( )** * * *

,
1

i

f A
iB A

x x L x f L x f


=

= +  , 

untuk setiap * *x X . 

Dengan kata lain,  dan [ , ]f D a b  dan 

( ) ( ) ( ) ( )** * * *

,
1

i

f A
iB A

x x L x f L x f


=

= +  , 

untuk setiap * *x X . 

Jadi, untuk setiap * *x X diperoleh 

( ) ( )
 

( )**

,
1, i

Bf A
ia b A

x D f D f


=

= +  . 

Hal ini ekuivalen dengan  

( ) ( )
 

( )
1, i

B

iA a b A

D f D f D f


=

= +   . □ 

 

Teorema 7.2.2 (Sifat Cauchy) Diketahui 'A  dan 0A  berturut-turut 

menyatakan himpunan semua titik limit A  dan himpunan semua titik 

dalam A . Jika ( )'f D A  untuk setiap ' 0A A  dan 
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( ) ( )
'

' 1

lim

i

A A
i AA

D f D f


→
=

=   

ada, maka ( )f D A  dan 

( ) ( )
1

i
iA A

D f D f


=

=  . 

Bukti: Diambil sebarang bilangan 0   dan * *x X . Karena ( )'f D A  

untuk setiap ' 0A A , maka terdapat fungsi positif 1  pada 'A  sehingga 

untuk setiap partisi tag 1 -fine ( ) 1 ,M x=M  pada 'A  berlaku 

( ) ( ) ( ) ( )
'

* *

1
4

A

x f x M L x f


 −  M . 

Diketahui bahwa 

( ) ( )
'

' 1

lim

i

A A
i AA

D f D f


→
=

=   

ada, maka berarti untuk setiap bilangan 0   dan * *x X  di atas terdapat 

bilangan 0   sehingga untuk ' 0A A  dengan ( )'A A −   berlaku 

( ) ( )
'

* *

1 4
i

i AA

L x f L x f


=

−   . 

Untuk sebarang bilangan 0   dan * *x X  di atas dibentuk fungsi positif 

 pada A , yaitu 

( )

( ) 

( )
( )

'

1

'

1 *

min ,

min , ,
4 1

x x A

x
x x A

x f x



 


 


 =   
 

+   

. 
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Diambil sebarang partisi tag  -fine ( ) 1 2 ,M x=  =M M M   pada A  

dimana 1M  partisi yang terkait 'x A  dan 2M  partisi yang terkait 'x A . 

Diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( )* *

1
i

i A

x f x M L x f


=

− =  M  

( ) ( ) ( ) ( )* *

1 2

1
i

i A

x f x M L x f


=

 −  M M  

( ) ( ) ( ) ( )
' '

* *

1

x A A

x f x M L x f


 − + M  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
''

* * *

2

1
i

i x AAA

L x f L x f x f x M


= 

− +   M  

( ) ( ) ( )
'

*

2
4 4 x A

x f x M
 




 + + M  

( )
( )

*

*2 4 1
x f x

x f x

 
 +

+
 

 . 

Hal ini berarti *x f  terintegral McShane pada A  yang eukivalen *x f  

terintegral Lebesgue pada A  sehingga terdapat vektor 
( )
** **

,f A
x X  dan 

berlaku 

( ) ( ) ( )** * *

,
1

i

f A
i A

x x L x f


=

=  . 

Jadi, ( )f D A  dan 
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( ) ( ) ( )** * *

,
1

i

f A
i A

x x L x f


=

=  . 

Jadi untuk setiap * *x X  diperoleh 

( ) ( )
1 iiA A

D f D f


=

=  . □ 
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BAB 8 

Operator Integral Dunford 

 

Dalam kalkulus diberikan himpunan semua bilangan real R  dan 

fungsi bernilai real pada R . Jelas bahwa untuk sebarang fungsi tersebut 

memetakan setiap anggota dari R  ke R . Di dalam analisis fungsional, 

digunakan ruang umum seperti ruang vector, ruang metrik dan ruang 

bernorma. Bagitu juga untuk fungsinya memetakan pada ruang tersebut. 

Pada bab ini dibahas operator linear terbatas  yang merujuk pada 

operator kompak dan operator kompak lemah. Selanjutnya dikaji operator 

yang bekerja pada ruang fungsi yang terintegral Dunford. 

8.1 Operator Linear Terbatas 

Pada kasus ruang vector (atau disebut ruang linear), khususnya ruang 

bernorma, pemetaannya disebut operator. Jadi, operator adalah pemetaan 

dari ruang vector ke ruang vector. Yang menarik adalah operator yang 

mempertahankan dua operasi aljabar ruang vector. 

Berikut ini dibicarakan operator linear, operator terbatas, operator 

adjoint, dan operator kompak, serta operator kompak lemah beserta sifat-

sifatnya. 

Definisi 8.1.1 Operator linear T  adalah operator sedemikian sehingga 

(i) Domain ( )D T  dari T  adalah ruang vector dan range ( )R T  berada 

pada ruang vector atas lapangan yang sama. 

(ii) Untuk setiap ( ),x y D T  dan scalar  , 

( ) ( ) ( )T x y T x T y+ = +  

( ) ( )T x T x = . 
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Notasi Tx  dalam arti ( )T x , notasi ( )D T  menyatakan domain dari T  dan 

( )R T  menyatakan range/ daerah hasil dari T . Sedangkan ( )N T  

menyatakan ruang null (kernel) dari T , yaitu untuk setiap ( )x D T  

berlaku Tx = . 

Ruang null ( )N T  merupakan ruang linear, yaitu untuk seiap ( ),x y N T  

dan scalar , R    berlaku 

( ) ( ) ( )T x y T x T y   + = +  

 = +  

= . 

Hal ini berarti ( )x y N T +  . Jadi, ( )N T  ruang linear. 

 

Misalkan ( )D T X  dan ( )R T Y  dengan X  dan Y  dua ruang linear 

atas lapangan R . Maka T  adalah operator dari ( )D T  ke ( )R T , ditulis 

( ) ( ):T D T R T→ , 

Atau dari ( )D T  ke Y , ditulis 

( ):T D T Y→ . 

Jika ( )D T  adalah seluruh ruang X , maka ditulis 

:T X Y→ . 

Jika X Y= , maka operator T  disebut operator pada X . 

 

Formula pada Definisi 8.1.1 menyatakan bahwa operator linear T  adalah 

homomorphism dari ruang vector ke ruang vector lainnya, yaitu T  

mempertahankan dua operasi pada ruang vector. 
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Misalkan ,X Y  dua ruang vector. Operator identitas (identity operator)  

:I X X→  didefinisikan oleh 

Ix x= , 

untuk setiap x X . 

Sedangkan operator nol (zero operator) : X Y →  didefinisikan oleh 

x = , 

untuk setiap x X . 

Misalkan [ , ]C a b  menyatakan koleksi semua fungsi kontinu pada [ , ]a b .  

Operator linear pada integral T  pada [ , ]C a b  dapat didefinisikan oleh 

( ) ( )
t

a

Tx t x s ds=  . 

 

Definisi 8.1.2 Diberikan dua operator 1T  dan 2T  dari ruang vector X  ke 

ruang vector Y  atas lapangan yang sama R . Didefinisikan operasi 

(i) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2T T x T x T x+ = + , ( ) ( )1 2x D T D T   , 

(ii) ( )( ) ( )1 1T x T x = , ( )1x D T   dan scalar  , dan 

(iii) ( )( ) ( )( )1 2 1 2TT x T T x= , ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 1 1 2:x D TT x D T T x D T  =   . 

 

Definisi 8.1.3 Operator T  dari ruang linear X ke ruang linear Y  

dikatakan injektif (satu-satu) jika untuk setiap ,x y X  dengan 

( ) ( )T x T y=  berakibat x y= . 

Ekuivalen, untuk setiap ,x y X  jika x y  berakibat ( ) ( )T x T y . 

Operator linear T  injektif jika dan hanya jika ( )T x =  berakibat x = .  
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Sifat injektif ini menjamin adanya invers operator. 

Jika ( ) ( ):T D T R T→  injektif, maka 1T −  operator dari ( )R T  ke ( )D T , 

yaitu didefinisikan oleh 

( ) ( ) ( ) ( )1 1,T y x T x y D T R T− −=  = = . 

Jelas bahwa, 

( )( ) ( )1 ,T T x x x D T− =    

( )( ) ( )1 ,T T y y y R T− =   . 

 

Teorema 8.1.4 Jika :T X Y→  operator linear injektif, maka 

1 :T Y X− →  merupakan operator linear. 

Bukti: Karena :T X Y→  operator linear injektif maka ( )T x =  

berakibat x = . Misalkan ( ) ( )1 2T x T x=  maka 

( ) ( ) ( )1 2 1 2T x x T x T x   − = − = − = , 

sehingga 1 2x x − = . Jadi, 1T −  ada. 

Jika 1T −  ada, maka ( ) ( )1 2T x T x=  berakibat 1 2x x= . Ambil 2x = , maka 

( )1T x =  berakibat 1x = . 

Diambil sebarang 1 2,x x X , diperoleh 

( )1 1T x y=  dan ( )2 2T x y= . 

Ekuivalen ( )1

1 1T y x− =  dan ( )1

2 2T y x− = . 

Karena T  linear, maka untuk sebarang scalar , R    berlaku 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2y y T x T x T x x     + = + = + . 

Karena ( )1

1 1T y x− =  dan ( )1

2 2T y x− =  maka 
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( ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2 1 2T y y x x T y T y     − − −+ = + = + . 

Jadi, 1T −  linear.  □ 

Lemma 8.1.5 Diketahui operator :T X Y→  dan operator :S Y Z→  

operator bijektif dengan , ,X Y Z  ruang linear. Invers ( )
1
:ST Z X

−
→  ada 

dan 

( )
1 1 1ST T S
− − −= . 

Bukti: Karena operator :T X Y→  dan operator :S Y Z→  operator 

bijektif, maka operator :ST X Z→  operator bijektif, yaitu injektif dan 

surjektif. Jadi, inversnya  ( )
1

ST
−

  ada. 

Oleh karena itu, 

( )
1

ST ST I
−
= , 

dengan I  adalah operator identitas. 

Lebih lanjut dengan 1S S I− =  diperoleh 

( ) ( ) ( )
1 1 11 1 1S ST ST IT ST T ST S I S
− − −− − −= = = = . 

Karena 1T T I− =  sehingga didapatkan 

( ) ( )
1 11 1 1T T ST I ST T S
− −− − −= = . 

Jadi, ( )
1 1 1ST T S
− − −= .  □ 

 

Definisi 8.1.6 Diberikan X  dan Y  dua ruang bernorma. Operator linear 

( ):T D T Y→  dikatakan terbatas jika ada bilangan real 0M   sehingga 

untuk setiap ( )x D T  berlaku 

( )T x M x . 
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Operator linear terbatas memetakan himpunan terbatas di ( )D T  ke 

himpunan terbatas di Y .  

Lemma 8.1.7 Diketahui :T X Y→  operator linear terbatas, maka 

( ) sup : , 1T T x x X x=  = . 

Bukti: Untuk x  , maka katakana x a= . Misalkan 
1

y x
a

=   

diperoleh 
1 1

1y x x
a a

= = = . Karena T  linear maka 

( )
1

sup : , 1T T x x X x
a

 
=  = 

 
 

1
sup : , 1T x x X x

a

  
=  =  

  
 

( ) sup : , 1T y y X y=  = . □ 

 

Operator identitas :I X X→  pada ruang bernorma  X   adalah 

operator terbatas dengan 1I = . 

Sedangkan operator null (zero operator) : X Y →  pada ruang bernorma 

X  adalah operator terbatas dengan 0 = . 

Didefinisikan operator integral : [0,1] [0,1]T C C→  oleh 

( )y T x=  dengan ( ) ( ) ( )
1

0

,y t k t s x s ds=  , 

di mana ( ),k t s  fungsi yang diberikan  dan diasumsikan fungsi kontinu. 

Fungsi  ( ),k t s disebut kernel dari T . Maka  T  operator linear terbatas. 
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Fungsional adalah operator dengan range berapa pada himpunan semua 

bilangan real R  atau komplek. Fungsional dinorasikan dengan huruf kecil 

seperti , , ,...f g h  sedangkan domain dan range dari suatu fungsional 

berturut-turut dinotasikan ( )D f  dan ( )R f . Nilai dari f  atas ( )x D f  

adalah ( ) ( )f x R f . 

Berikut diberikan definisi dari fungsiinal dan fungsional linear terbatas. 

Definisi 8.1.8 Fungsional linear adalah operator dengan domain di ruang 

vector X  (ruang linear) dan range di lapangan R  atas X , 

( ):f D f R→ . 

 

Definisi 8.1.9 Fungsional linear terbatas adalah operator linear terbatas 

dengan range lapangan atas ruang bernorma X , yaitu ada bilangan real 

0M   sedemikian sehingga untuk setiap ( )x D f  berlaku 

( )f x M x . 

Lebih lanjut, norm dari f  adalah 

( )
( )sup : ,

f x
f x D f x

x


  
=   

  

, 

atau 

( ) ( ) sup : , 1f f x x D f x=  = . 

 

Oleh karena itu, diperoleh 

( )f x f x . 
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Teorema 8.1.10 Fungsional linear f , dengan ( )D f di dalam ruang 

bernorma adalah kontinu jika dan hanya jika f  terbatas. □ 

Jadi, fungsional linear kontinu disebut juga fungsional linear terbatas. 

 

Norm . : X R→  pada ruang bernorma ( ), .X  adalah fungsional pada 

X  yang mana tidak linear. 

Integral tentu adalah suatu bilangan atas fungsi yang tunggal. Namun, 

kondisi akan berubah jika dipertimbangkan integral itu untuk setiap fungsi 

pada ruang fungsi tertentu. Maka integral tersebut akan menjadi fungsional 

pada ruang tersebut, katakan f . 

Contoh 8.1.11 Didefinisikan : [ , ]f C a b R→  oleh 

( ) ( )
b

a

f x x t dt=  . 

Fungsioanl f  linear kontinu. 

Bukti:  Fungsional f  linear, sebab untuk sebarang , [ , ]x y C a b  dan 

scalar , R    berlaku 

( ) ( ) ( )( )
b

a

f x y x t y t dt   + = +  

( ) ( )
b b

a a

x t dt y t dt = +   

( ) ( )f x f y = + . 

Untuk menunjukkan fungsional f  kontinu, ditunjukkan f  terbatas. 

Pandang f b a= − . Maka diperoleh 
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( ) ( )
b

a

f x x t dt=   

( ) ( ) max : [ , ]b a x t t a b −   

( )b a x= −  

Jadi, terdapat bilangan real 0M b a= −   sedemikian sehingga untuk 

setiap ( ) [ , ]x D f C a b = , berlaku 

( )f x M x . 

Hal ini memberikan arti bahwa f  terbatas. 

Jadi, fungsional f  linear kontinu atau linear terbatas. □ 

 

Melalui operator linear terbatas :T X Y→  pada ruang bernorma X , 

dapat dibentuk operator lain yang disebut operator adjoint (operator 

pendamping). Motivasi dari operator adjoint adalah dapat digunakan untuk 

mencari solusi dari persamaan yang mengandung operator, seperti 

persamaan-persamaan yang muncul dalam fisika. Sehingga operator 

adjoint perlu dikaji beserta sifat-sifatnya. 

Pandang operator :T X Y→  dengan X  dan Y  dua ruang bernorma. 

Akan didefinisikan operator adjoint *T  dari T . Untuk itu dapat dimulai 

dari sebarang fungsional linear g  pada Y . Jelas bahwa g  terdefinisi untuk 

setiap y Y . Katakan ( )y T x= , maka untuk memperoleh fungsional f  

pada X  didefinisikan  

( ) ( )( )f x g T x= , 

untuk setiap x X . 
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Dapat ditunjukkan bahwa f  linear, karena g  dan T  linear. Selanjutnya, 

ditunjukkan bahwa f  terbatas. 

( ) ( )( ) ( )f x g T x g T x g T x=   . 

Dengan mengambil  supremum atas semua x X  di mana 1x = , maka 

diperoleh 

f g T . 

Hal ini menunjukkan bahwa *f X , di mana *X  ruang dual dari ruang 

bernorma X . Oleh asumsi *g Y  di mana *Y  ruang dual dari ruang 

bernorma Y , berakibat untuk variable *g Y  dapat didefinisikan operator 

dari *Y  ke *X . Operator ini disebut operator adjoint dari T , dan 

dinotasikan dengan *T . 

Jadi, 

:T X Y→  dan * * *:T Y X→ . 

 

Definisi 8.1.12 Diketahui dua ruang bernorma X  dan Y  dan operator 

linear terbatas :T X Y→ . Operator adjoint * * *:T Y X→  didefinisikan 

oleh 

( ) ( )( ) ( )( )*f x T g x g T x= = , 

dengan *X  dan *Y  berturut-turut adalah ruang dual dari X  dan Y . 

 

Teorema 8.1.13 Operator adjoint *T  linear dan terbatas dengan 

*T T= . 

Bukti: Operator *T  linear dengan domain *Y . 
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Diambil sebarang *

1 2,g g Y  dan sebarang scalar , R    berlaku 

( )( ) ( ) ( )*

1 2 1 2T g g x g g T x   + = +  

( ) ( )1 2g T x g T x = +  

( )( ) ( )( )* *

1 2T g x T g x = + . 

Jadi, *T  linear. 

Karena ( ) ( )( ) ( )( )*f x T g x g T x= =  untuk setiap x X , maka 

diperoleh 

*f T g= . 

Lebih lanjut, 

*f T g g T=  . 

Dengan mengambil  supremum atas semua *g Y  di mana 1g = , maka 

diperoleh 

*T T . 

Sekarang ditunjukkan *T T . 

Untuk setiap 0 0,x X x    terdapat *

0g Y  sedemikian sehingga  

0 1g =  dan ( )( ) ( )0 0 0g T x T x= . 

Menurut definisi operator adjoint, ( )( ) ( )( )*

0 0 0 0g T x T g x=  dan  dengan 

( )*

0 0f T g=  maka diperoleh 

( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0T x g T x f x= =  

0 0f x  

*

0 0T g x=  
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*

0 0T g x . 

Karena 
0 1g =  dan berlaku untuk setiap 0x X , maka 

( ) *

0 0T x T x . 

Karena ( )0 0T x T x  dan dengan mengambil 0M T=   sedemikian 

sehingga ( )0 0T x M x  dipenuhi untuk setiap 0x X  maka *T  tidak 

akan lebih kecil dari T . 

Jadi, *T T . 

Karena *T T  dan *T T , maka *T T= . □ 

 

Diberikan dua operator linear terbatas , :T S X Y→ . Pada operator adjoint 

diperoleh 

( )* * * *T S S T+ = +  dan ( )* *T T = . 

Sedangkan jika :T X Y→  dan :S Y Z→ , diperoleh 

( )
* * *ST T S= . 
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Operator linear kompak  sangat penting dalam aplikasinya. Operator 

ini memegang peranan dalam teori persamaan integral dan berbagai 

masalah dalam matematika fisika. Operator kompak ini dibangun tidak 

berdasarkan operator adjoint. Berikut definisi dan sifat-sifat dari operator 

kompak. 

 

Definisi 8.1.14 Diketahui X  dan Y  dua ruang bernorma. Operator 

:T X Y→  dikatakan operator linear kompak jika T  linear dan jika untuk 

setiap himpunan terbatas M X , image ( )T M  kompak relative, yaitu 

closure ( )T M  kompak. 

Setiap himpunan dalam ruang metrik atau ruang bernorma dikatakan 

kompak jika setiap barisan terbatas di himpunan tersebut mempunyai 

subbarisan yang konvergen. Oleh karena itu, Definisi 8.1.14 dapat 

dinyatakan sebagai berikut. 

Teorema 8.1.15 Diketahui X  dan Y  dua ruang bernorma. Operator 

:T X Y→  dikatakan operator linear kompak jika dan hanya jika T  linear 

dan jika setiap barisan  nx X  yang terbatas terdapat subbarisan 

( )  ( ) 
kn nT x T x  yang konvergen. □ 

 

Contoh 8.1.16 Operator null (nol) merupakan operator kompak. 

 

Teorema 8.1.17 Jika , :T S X Y→  dua operator kompak dan sebarang 

scalar R , maka T S+  dan T  berturut-turut merupakan operator 

kompak. 
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Bukti: Diambil barisan  nx X  dengan 1nx   untuk setiap n N  dan 

sebarang scalar R . Karena T  operator kompak, maka terdapat 

subbarisan ( )  ( ) 
kn nT x T x  yang konvergen 

Akibatnya, ( )  ( ) 
kn nT x T x   konvergen. 

Jadi, T  operator kompak. 

Karena S operator kompak, maka terdapat subbarisan    
k km nx x  

sehingga ( )  ( )  ( ) 
k km n nS x S x S x   konvergen. 

Oleh karena itu diperoleh subbarisan 

( )( )  ( )  ( )  ( )( ) 
k k km m m nT S x T x S x T S x+ = +  +  

konvergen. 

Jadi, T S+  operator kompak.  □ 

 

Teorema 8.1.18 Jika , :T S X X→  dua operator kompak, maka ST  dan 

TS  operator kompak. 

Bukti: Menurut yang diketahui, karena T  operator kompak  maka untuk 

sebarang barisan  nx X  dengan 1nx   untuk setiap n N  terdapat 

subbarisan ( )  ( ) 
kn nT x T x  yang konvergen ke suatu y X . Hal ini 

berakibat barisan ( )  ( ) 
kn nST x ST x  konvergen ke ( )S y . Jadi ST  

operator kompak. 

Untuk hal yang sama, karena S  operator kompak  maka untuk sebarang 

barisan  nx X  dengan 1nx   untuk setiap n N  terdapat subbarisan 
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( )  ( ) 
kn nS x S x  yang konvergen ke suatu y X . Hal ini berakibat 

barisan ( )  ( ) 
kn nTS x TS x  konvergen ke ( )T y . Jadi TS  operator 

kompak. □ 

 

Teorema 8.1.19 Diketahui X  ruang bernorma dan Y  ruang Banach. Jika 

  ( ),n cT L X Y  barisan operator kompak yang konvergen ke suatu 

( ),cT L X Y , maka T  operator kompak. 

Bukti: Diambil sebarang barisan   nx X  dengan 1nx   untuk setiap 

n N . Menurut yang diketahui, maka terdapat barisan ( ) 1

1 nT x Y  

konvergen, terdapat barisan ( ) 2

2 nT x Y  yang konvergen, terdapat 

barisan ( ) 3

3 nT x Y  yang konvergen, dan seterusnya. 

Jadi untuk setiap k N  terdapat subbarisan    1k k

n nx x −  sehingga 

barisan ( ) k

n nT x Y  yang konvergen.  Oleh karena itu untuk setiap 

k N  terdapat ku Y  sehingga 

( )lim k

k n k
n

T x u
→

= . 

Karena  nT  konvergen ke T , maka untuk setiap bilangan 0   dan 

x X  terdapat bilangan asli 0n  sehinga jika 0n n  berlaku 

8 1
nT T

x


− 

+
. 

Lebih lanjut untuk setiap bilangan asli 0,n m n  dan x X  berlaku 
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( ) ( )
8

n nT x T x T T x


−  −   

dan 

( ) ( )
8

n mT x T x


−  . 

Oleh karena itu, untuk setiap bilangan asli 0k n  diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m m m n

m n m k m k m k nT x T x T x T x T x T x−  − + −  

( ) ( )n n

k n nT x T x+ −  

8 8 8

  
 + +  

 . 

Hal ini berarti  barisan ( ) n

nT x Y  merupakan barisan Cauchy. Karena 

Y  lengkap (ruang Banach) maka ( ) n

nT x Y  konvergen. 

Jadi, T  operator kompak. □ 

 

Definisi 8.1.20 Diketahui X  dan Y  dua ruang bernorma. Operator 

:T X Y→  dikatakan operator linear kompak lemah jika dan hanya jika 

T  linear dan jika setiap barisan  nx X  yang terbatas terdapat 

subbarisan ( )  ( ) 
kn nT x T x  yang konvergen lemah, yaitu untuk setiap 

* *x X  subbarisan ( )  ( ) * *

kn nx T x x T x  yang konvergen. 
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8.2  Operator pada Integral Dunford 

Fungsi terukur lemah dan Lemma Dunford mendasari terbentuknya 

integral Dunford. Berdasarkan integral Dunford dikontruksi operator  pada 

ruang fungsi terintegral Dunford. Dikaji norma pada ruang fungsi 

terintegral Dunford. Selanjutnya berdasarkan operator yang telah 

dibangun, dikaji sifat-sifatnya terkait dengan operator adjoint dan operator 

kompak lemah. Lebih lanjut dibahas norma pada ruang operator linear 

terbatasnya. 

Teorema menunjukkan bahwa koleksi semua fungsi yang terintegral 

Dunford pada [a,b] merupakan ruang linear. Selanjutnya didefinisikan 

sebuah fungsi dari [ , ]LD a b  ke himpunan semua bilangan real R . 

Definisi 8.2.1  Diberikan ruang linear [ , ]LD a b . Didefinisikan fungsi 

. : [ , ]LD a b R→  oleh 

( )
* *

*

*

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A

x

f L x f




  
=  

  
  

untuk setiap [ , ]Lf D a b . 

 

Berdasarkan Definisi 8.2.1, ternyata fungsi yang didefinisikan dari 

[ , ]LD a b  ke himpunan semua bilangan real R  merupakan seminorm pada 

[ , ]LD a b  seperti pada teorema berikut. 

Teorema 8.2 Diberikan ruang linear [ , ]LD a b  . Pasangan ( )[ , ], .LD a b  

merupakan ruang seminorma terhadap  
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( )
* *

*

*

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A

x

f L x f




  
=  

  
 , 

untuk setiap interval tertutup [ , ]A a b . 

Bukti: Dibuktikan bahwa fungsi .  merupakan seminorma pada ruang 

linear [ , ]LD a b . 

(N1). Diambil sebarang [ , ]Lf D a b . 

Karena untuk setiap * * dan [ , ]x X A a b   berlaku ( ) * 0
A

L x f  ,  maka 

( )
* *

*

*

[ , ]

1

sup sup 0
A a bx X A

x

f L x f




  
=  

  
 . 

Jadi, 0 .f   

Jika f =  pada [ , ]a b  maka ( ) , [ , ]f x x a b=   , sehingga untuk setiap 

* * dan [ , ]x X A a b   interval tertutup  berlaku 

( ) , [ , ]f x x A a b=    . 

Hal ini berakibat untuk setiap * *x X  dengan * 1
X

x   diperoleh 

( )* 0, [ , ].x f x x A a b=     

sehingga 

( ) * * * *0, , 1, [ , ]
X

A

L x f x X x x A a b =        

( ) * * * *0, , 1, [ , ]
X

A

L x f x X x x A a b =        
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( ) *sup 0
x A

A

L x f


 =  

( )
* *

*

*

, ]

1

sup sup 0
A a bx X A

x

L x f




  
 = 

  
  

0f = . 

Jadi, jika f =  maka 0f = . 

(N2). Diambil sebarang [ , ]Lf D a b  dan sebarang skalar k R , diperoleh 

( ) ( )
* *

*

*

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A

x

kf L x kf




  
=  

  
  

( )
* *

*

*

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A

x

k L x f




  
=  

  
  

( )
* *

*

*

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A

x

k L x f




  
=  

  
  

k f= . 

(N3). Diambil sebarang , [ , ]f g D a b  diperoleh 

( ) ( )
* *

*

*

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A

x

f g L x f g




  
+ = + 

  
  

( ) ( )
* *

*

* *

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A A

x

L x f L x g




  
= + 

  
   

Karena 
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( ) ( )* *

[ , ]

sup
A a b

A A

L x f L x g


  
+ 

  
 

 

( ) ( )* *

[ , ] [ , ]

sup sup
A a b A a b

A A

L x f L x g
 

      
 +   

      
   

Maka untuk setiap * * *, 1x X x   berlaku 

( ) ( )
* *

*

* *

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A A

x

L x f L x g




    
+  

    
 

 

( ) ( )
* * * *

* *

* *

[ , ] [ , ]

1 1

sup sup sup sup
A a b A a bx X x XA A

x x

L x f L x g
  

 

      
 +   

      
   

Jadi, 

f g f g+  + . 

Terbukti bahwa  ( ), , .LD a b  merupakan ruang seminorma terhadap  

( )
* *

*

*

[ , ]

1

sup sup
A a bx X A

x

f L x f




  
=  

  
 .  □ 

 

Selanjutnya berdasarkan seminorma seperti pada Definisi 8.2.1 

didefinisikan fungsi jarak pada ruang linear [ , ]LD a b . 

Definisi 8.2.3   Didefinisikan fungsi : [ , ] [ , ]L Ld D a b D a b R →  oleh 

( ),d f g f g= −  

untuk setiap , [ , ]Lf g D a b . 
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Fungsi : [ , ] [ , ]L Ld D a b D a b R →  seperti pada Definisi 8.2.3 

merupakan pseudometrik pada [ , ]LD a b . 

Teorema 8.2.4 Ruang linear [ , ]LD a b  merupakan ruang pseudometrik 

terhadap fungsi jarak 

( ),d f g f g= − , 

untuk setiap , [ , ]Lf g D a b . 

Bukti:  

(D1). Diambil sebarang dua fungsi , [ , ]Lf g D a b , diperoleh 

( ),d f g f g= − 0 . 

 (D2). Diambil sebarang dua fungsi , [ , ]Lf g D a b , diperoleh 

( ),d f g f g= − g f= − ( ),d g f= . 

(D3). Diambil sebarang tiga fungsi , , [ , ]Lf g h D a b , diperoleh 

( ),d f h f h= − f g g h= − + − f g g h − + −

( ) ( ), ,d f g d g h= + . 

Jadi, fungsi d  merupakan pseudometrik pada [ , ]LD a b . □ 
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Berdasarkan bukti dari Lemma Dunford, dikontruksi operator pada 

ruang fungsi terintegral Dunford. 

Diketahui 1L  adalah ruang fungsi terintegral Lebesgue pada [ , ]a b , X  

ruang Banach, dan *X  dual dari X . 

Didefinisikan operator *

1: →T X L  oleh 

( ) ( )* *=T x x f  

untuk setiap * *x X . 

Operator T  seperti pada definisi tersebut merupakan operator linear 

terbatas atau linear kontinu. 

Teorema 8.2.5  Operator T  merupakan operator linear terbatas. 

Bukti: Diambil sebarang * * *,x y X  dan sebarang c R  diperoleh 

( ) ( )( )* * * *T x y x y f+ = +  

( ) ( )* *x f y f= +  

( ) ( )* *T x T y= + , 

dan 

( ) ( )( )* *T cx cx f=  

( )*cx f=  

( )*cT x= . 

Jadi operator T  linear. 

Lebih lanjut menurut Teorema Banach Graf Tertutup, operator T  terbatas. 

Jadi, operator  T  linear dan terbatas.   □ 

 

Lemma 8.2.6 Dual dari 1L  adalah L , yaitu *

1 =L L . 
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Bukti: Untuk setiap  ny y L=   dibentuk fungsional 
yF  pada 1L  

dengan rumus 

( )
1

y n n

n

F x x y


=

= . 

Diperoleh bahwa 
yF  linear, yaitu 

Untuk sebarang     1,n nx x z z L= =   dan sebarang skalar c R  berlaku 

( ) ( )
1

y n n n

n

F x z x z y


=

+ = +  

( ) ( )
1 1

n n n n

n n

x y z y
 

= =

= +   

( ) ( )y yF x F z= + , 

dan 

( ) ( )
1

y n n

n

F cx cx y


=

=  

( )
1

n n

n

c x y


=

=   

( )ycF x= . 

Diperoleh juga bahwa 
yF  kontinu, yaitu 

Untuk setiap   1nx x L=   berlaku 

( )
1

y n n

n

F x x y


=

=   

1
x y


 . 
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Jadi setiap  ny y L=   menentukan dengan tunggal fungsional linear 

kontinu 
yF  pada 1L , atau *

1L L  . 

Sebaliknya, diambil sebarang fungsional linear kontinu F  pada 1L . 

Untuk setiap   1nx x L=   dapat direpresentasikan oleh 

1

n n

n

x x e


=

= , 

dengan 
ke 

0,..., 1 ,0,...,0n

n

e
 

=  
 

. 

Karena F  linear, maka diperoleh 

( ) ( )
1 1

n n n n

n n

F x F x e x F e
 

= =

 
= = 

 
  . 

Hal ini berarti bahwa ( )F x  merupakan kombinasi linear dari barisan 

bilangan ( ) nF e  atau fungsional linear kontinu F  bergantung pada 

barisan bilangan ( ) nF e . 

Selanjutnya karena F  kontinu, maka ( )F x  terbatas, yaitu ( )F x   . 

Menurut Ketaksamaan Cauchy-Schwartz, diperoleh 

( )
1

n n

n

F x F x e


=

 
=  

 
  

( )( )
1

n n

n

x F e


=

=   

( )
1 1

sup nL
n

x F e


 . 

Supaya ( )F x  terbatas, maka haruslah ( )
1

sup n
n

F e


  . 
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Hal ini berarti bahwa ( ) ny T e L=  . 

Jadi, setiap fungsional linear kontinu F  pada 1L  menentukan dengan 

tunggal vektor ( ) ny T e L=  , yaitu *

1L L . 

Jadi, karena *

1L L   dan *

1L L , maka *

1L L= . □ 

Misalkan **X  dual kedua dari X . Didefinisikan operator * * **

1: →T L X  

oleh 

( )( ) ( )* * *= 
b

a

T g x gT x  

( )*= 
b

a

gx f  

untuk setiap *

1  =g L L . 

Operator *T  disebut operator adjoint pada 1L . 

Teorema 8.2.7 Operator adjoint *T  merupakan operator linear terbatas 

dan 

*T T= . 

Bukti: Operator adjoint *T  linear, yaitu 

Untuk sebarang *

1 2 1,g g L L =  dan sebarang skalar 1 2,c c R  berlaku 

( )( ) ( ) ( )* * *

1 1 2 2 1 1 2 2

b

a

T c g c g x c g c g T x+ = +  

( ) ( )( )* *

1 1 2 2

b

a

c g T x c g T x= +  

( )( ) ( )( )* *

1 1 2 2

b b

a a

c g T x c g T x= +   
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( )( ) ( )( )* * * *

1 1 2 2c T g x c T g x= + . 

Karena ( )*f T g=  dan f g T  maka diperoleh 

( )*T g f g T=  . 

Jadi, 

*T T . 

Untuk setiap * *

0x X   terdapat **

0g X  dengan 

0 1g =  dan ( )( ) ( )* *

0 0 0g T x T x= . 

Jadi, 

( )( ) ( )( )* * *

0 0 0 0g T x T g x= . 

Katakan ( )*

0 0f T g=  dan diperoleh 

( )* *

0 0 0Tx g T x=  

( )*

0 0f x=  

*

0 0f x  

* *

0 0T g x=  

* *

0 0T g x . 

Karena 0 1g = , sehingga untuk setiap * *

0x X   berlaku 

* * *

0 0Tx T x . 

Jadi, 

*T T . 

Karena *T T  dan *T T , maka *T T= .  □ 
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Teorema 8.2.8 Jika *

1 1:T X L→  dan *

2 1:T X L→  dua operator linear 

terbatas dan sebarang skalar c R , maka 

(i) ( )
* * *

1 2 1 2T T T T+ = + . 

(ii) ( )
* *

1 1cT cT= . 

(iii)
22* * *

1 1 1 1 1 1TT T T T T= = = . 

Bukti: (i)  

( ) ( )( ) ( )( )
* * *

1 2 1 2

b

a

T T g x g T T x+ = +  

( ) ( )* *

1 2

b b

a a

gT x gT x= +   

( )( ) ( )( )* * * *

1 2T g x T g x= +  

(ii) ( ) ( )( ) ( )( )
* * *

1 1

b

a

cT g x g cT x=   

( )*

1

b

a

c gT x=   

( )( )* *

1cT g x= . 

(iii) Karena 1T  dan *

1T  dua operator linear terbatas dan *

1 1T T= , maka 

diperoleh 
22* * *

1 1 1 1 1 1TT T T T T= = = . □ 

 

Jika [ , ]Lf D a b  maka operator adjoint *T  merupakan operator 

kompak lemah. Sebaliknya operator T  juga merupakan operator kompak 

lemah. Menurut Teorema Gantmacher’s, Operator T  kompak lemah jika 

dan hanya jika operator adjoint *T  juga kompak lemah. 
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Teorema 8.2.9 Diketahui fungsi :[ . ]f a b X→  terintegral Dunford pada 

[ , ]a b , maka pernyataan berikut ekuivalen: 

1) Operator *

1:T X L→  merupakan operator kompak lemah. 

2) Operator adjoint * **:T L X →  merupakan operator kompak lemah. 

3) Himpunan ( ) ( ) * * *

1x f x B X L   terintegral seragam, yaitu 

( )
( )*

0
lim 0
A

A

x f
 →

= , 

seragam untuk setiap ( )* *x B X . 

4) Indefinit integral Dunford ( )v A  adalah countably additive, yaitu jika 

[ , ]nA a b , n  himpunan terukur yang saling asing maka 

( )
11

n n

nn

v A v A
 

==

 
= 

 
 , 

di **X  (deret ( )
1

n

n

v A


=

  konvergen di **X ). 

Bukti: Menurut Teorema Gantmacher’s, Operator T  kompak lemah jika 

dan hanya jika operator adjoint *T  juga kompak lemah. Jadi 1) dan 2) 

ekuivalen. 

Diberikan himpunan 

( )( ) ( ) * * * *

1T B X x f x B X L=   . 

Karena f  terintegral Dunford pada [ , ]a b  maka untuk setiap * *x X  

fungsi real 
*x f  terintegral Lebesgue pada [ , ]a b , yaitu *

1x f L  sehingga 

diperoleh 
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1

* *

[ , ]
L

a b

x f x f=   

( )
1

*

L
T x=  

T  

  

untuk setiap ( )* *x B X . 

Karena operator T  terbatas, maka himpunan ( )( )*T B X  juga terbatas. 

Himpunan ( )( )*

1T B X L  adalah kompak lemah jika dan hanya jika  

( )

*

0
lim
A

A

x f
 →   seragam untuk setiap  ( )* *x B X . 

Hal ini berarti 3) ekuivalen 1). 

Diketahui bahwa 3) terpenuhi, maka 

( )

*

0
lim 0
A

A

x f
 →

= , 

seragam untuk setiap  ( )* *x B X . 

Berarti untuk setiap 0   terdapat 0   sedemikian sehingga 

( )( ) ( )* *

A

A

T x x f =   

untuk setiap ( )* *x B X . 

Jika ( )A   maka diperoleh 

( )AT   . 
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Jika [ , ]nA a b  untuk setiap n  himpunan terukur yang saling asing 

dan 
1

n

n

A A


=

= , maka 

1

lim 0
N

n
N

n

A A
→

=

 
− = 

 
. 

Akibatnya 

**1

lim 0
N

n
N

n X

v A A
→

=

 
− = 

 
. 

Karena 
1 1

N N

n n

n n

A A A A
= =

 
= −  
 

, maka 

( )
1 1

* * *
N N

n n

n n

A
A A A

T T T  

= =

−

   
   = +
   
   

 

( )
1

* *

1

N
n

n

n

N

A
A A n

T T 

=

− =

 
 = +
 
 

 . 

Hal ini berarti bahwa 

( ) ( )
1 1

NN

n n

n n

v A v A v A A
= =

 
− = − 

 
  

dan 

( ) ( )
1 1

lim lim 0
NN

n n
N N

n n

v A v A v A A
→ →

= =

 
− = − = 

 
 . 

Jadi, ( )v A  countably additive. 
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Andaikan 3) tidak berlaku, maka terdapat 0k   dan barisan himpunan 

terukur   [ , ]nA a b  untuk setiap n  dengan ( ) 0nA → , n →  dan 

*

n

n

A

x f k , 

untuk suatu ( )* *

nx B X . 

Karena himpunan terukur nA  berukuran 0, maka ada kemungkinan 

subbarisan dari nA  dan asumsikan bahwa m n  sehingga diperoleh 

*

12
m

n n

A

k
x f

+
 . 

Katakan ; [ , ]n n n n

m n

E A A E a b


= −   himpunan-himpunan terukur dengan 

,n lE E n l =   dan 

* * *

2
n n n

m n

n n n

E A A

k
x f x f x f



= −    . 

Jadi, terdapat n nB E  himpunan terukur yang saling asing sehingga 

*

4
n

n

B

k
x f  . 

Dengan demikian 

( )*

4nB

k
T   , 

untuk setiap n . 

Jadi, deret ( ) ( )*

1 1
nB n

n n

T v B
 

= =

=   tidak konvergen. 

Hal ini berarti 4) tidak memenuhi. 

Jadi, 3) ekuivalen 4).  □ 
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Telah ditunjukkan pada Teorema 8.2.5 bahwa operator *

1:T X L→  

merupakan operator linear terbatas atau operator linear kontinu. 

Selanjutnya himpunan semua operator linear terbatas *

1:T X L→  

dinotasikan ( )*

1,B X L . 

Teorema 8.2.10 ( )*

1,B X L  merupakan ruang linear. 

Bukti: Diambil sebarang ( )*

1 2 1, ,T T B X L  dan sebarang skalar c R , 

maka berlaku ( ) ( )*

1 2 1,T T B X L+   dan ( )*

1 1,cT B X L . □ 

 

Untuk setiap [ , ]Lf D a b  dan * *x X  didefinisikan fungsi 

( )*

1: ,B X L R →  oleh 

 * * * *sup : , 1T Tx x X x=  =  

 * * * *sup : , 1, [ , ]Lx f x X x f D a b=  =  . 

Fungsi ( )*

1: ,B X L R →  merupakan norma, seperti yang diuraikan 

dalam teorema berikut ini. 

Teorema 8.2.11 ( )( )*

1, , .B X L  merupakan ruang bernorma dengan 

norma 

  * * * *sup : , 1, [ , ]LT x f x X x f D a b=  =  . 

Bukti:  

(N1) Jelas bahwa  * * * *sup : , 1, [ , ] 0LT x f x X x f D a b=  =   . 

0T T =  = . 
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(N2)  * * * *sup : , 1, [ , ]LcT cx f x X x f D a b=  =   

 * * * *sup : , 1, [ , ]Lc x f x X x f D a b=  =   

 * * * *sup : , 1, [ , ]Lc x f x X x f D a b=  =   

c T= . 

(N3) ( ) * * * *sup : , 1, , [ , ]LT S x f g x X x f g D a b+ = +  =   

 * * * * *sup : , 1, , [ , ]Lx f x g x X x f g D a b= +  =   

 * * * *sup : , 1, [ , ]Lx f x X x f D a b  =  + 

 * * * *sup : , 1, [ , ]Lx g x X x g D a b =   

T S= + . 

Jadi, ( )( )*

1, , .B X L  merupakan ruang bernorma. □ 

 

Karena menurut teorema bahwa setiap ruang bernorma merupakan ruang 

metrik, maka ( )( )*

1, ,B X L   merupakan ruang metrik terhadap metrik 

( ) ( ) * * * *, sup : , 1, , [ , ]Lf g x f g x X x f g D a b = −  =  . 

Lebih lanjut untuk setiap , [ , ],Lf g D a b R   memenuhi  

( ) ( ) * * * *, sup : , 1, , [ , ]Lf a g a x f a g a x X x f g D a b + + = + − −  =   

( ) * * * *sup : , 1, , [ , ]Lx f g x X x f g D a b= −  =   

( ),f g=  

dan 
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( ) ( ) * * * *, sup : , 1, , [ , ]Lf g x f g x X x f g D a b    = −  =   

( ) * * * *sup : , 1, , [ , ]Lx f g x X x f g D a b= −  =   

( ) * * * *sup : , 1, , [ , ]Lx f g x X x f g D a b= −  =   

( ) * * * *sup : , 1, , [ , ]Lx f g x X x f g D a b= −  =   

( ),f g = . 

 

Fungsi f  dan g  dikatakan ekuivalen, jika f g=  hampir dimana-

mana pada [ , ]a b , yaitu jika terdapat himpunan terukur-  [ , ]E a b  

dengan ( ) 0E =  sehingga 

( ) ( )f x g x= , 

untuk setiap [ , ]x a b E − . 

Telah ditunjukkan bahwa untuk setiap fungsi f  terintegral Dunford 

operator *

1:T X L→ , oleh 

( ) ( )* *T x x f= , 

untuk setiap * *x X merupakan operator linear terbatas. Sedangkan 

himpunan semua operator linear terbatas *

1:T X L→  yang dinotasikan 

dengan ( )*

1,B X L  merupakan ruang linear. Selanjutnya telah 

diperlihatkan juga bahwa, terhadap norma operator 
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 * * * *sup : , 1T Tx x X x=  =  

 * * * *sup : , 1, [ , ]Lx f x X x f D a b=  =  ,
 

( )( )*

1, , .B X L
 
merupakan ruang bernorma. 

 

Menurut Teorema 3.2.8, karena *X  ruang Banach dan 1L  ruang Banach 

maka ( )*

1,B X L  merupakan ruang Banach, yaitu ruang bernorma yang 

lengkap. 

Teorema 8.2.12 ( )*

1,B X L  merupakan ruang bernorma yang lengkap. 

Bukti: Diambil sebarang ( ) ( )*

1,nT B X L  barisan Cauchy, yaitu untuk 

sebarang 0   terdapat bilangan asli 0n  sedemikian sehingga 

3
n mT T


−  , 

untuk setiap bilangan asli 0,m n n . 

Untuk setiap * *x X  berlaku 

 * * * * *sup : , 1,n m n mT T x f x f x X x− = −  = . 

, [ , ], 1,2,3,...n m Lf f D a b n =  

3


 . 

Hal ini berakibat 

( ) ( )* *

3
n mx f x f


−  , 

untuk setiap * *x X . 
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Jadi, ( )*

nx f  barisan Cauchy di 1L . Karena 1L  lengkap, maka barisan 

Cauchy ( )*

nx f  konvergen di 1L . Katakan konvergen ke 1F L . 

Karena *

1,nx f L  untuk setiap bilangan asli n  maka [ , ]n Lf D a b  dan 

karena barisan ( )*

nx f  konvergen untuk setiap * *x X  maka barisan ( )nf  

konvergen lemah. 

Selanjutnya karena nT  terbatas, maka ada bilangan riil 0M   sehingga 

untuk setiap * *x X  berlaku 

( )* *

n nx f T x M=   

untuk setiap bilangan asli n . 

Untuk setiap * *x X , dibentuk 

( )( ) ( )* *T x x x g x M= = , 

untuk setiap [ , ]x A a b   interval tertutup dan suatu [ , ]Lg D a b . 

Diperoleh *

1x g M L=   dan [ , ]Lg D a b  

Jadi, untuk setiap * *x X  berlaku, 

( ) ( )* * * *

n nx f T x M T x x g=  = = . 

Karena ( )nf  konvergen lemah dan * *

nx f x g  untuk setiap * *x X  dan 

suatu [ , ]Lg D a b , maka menurut Teorema Kekonvergenan Terdominasi 

Lebesgue  (Teorema 7.1.7) diperoleh bahwa *

1F x f L=  , yaitu 

[ , ]Lf D a b . 

Jadi,  ( )*

1,B X L
 
lengkap.  □ 
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