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KATA PENGANTAR

Puji %kur kami panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha Kuasa atas segala
karunia-Nya yang telah dilimpahkan kepada penulis sehingga kami dapat menyusun buku
yang berjudul Metode Kendali Diskret: Teori dan Simulasinya ini. Buku ini ditulis
dengan harapan dapat memenuhi kriteria buku referensi berbasis riset. Materi-materi
yang termuat di dalam buku ini merupakan hasil research professorship program, yang
dirancang dalam waktu dua tahun (2016-2017) dari dana PNBP Universitas Diponegoro,
Semarang.

Buku ini disusun dengan penyajian, dimulai dengan pengenalan konsep sistem
dinamik diskrit kemudian dipaparkan tentang analisis kestabilannya. Dibahas juga sistem
kendali diskret chaos, sistem dinamik prediktif, sistem dinamik hibrid, dan model
dinamik dengan parameter random. Terakhir, disajikan simulasi numerik di bidang
industri manufaktur. Pada permasalahan nyata, fenomena perubahan terhadap waktu
dapat dikontruksi menjadi model matematika dalam bentuk model dinamik. Fenomena
perubahan ini terjadi di berbagai bidang. Oleh karena itu, buku ini dapat digunakan oleh
banyak kalangan bidang ilmu, seperti Matematika, Fisika, Ekonomi, Teknik (Rekayasa),
maupunﬁalangan industri.

Buku ini terdiri dari lima bab yaitu pada babl dibahas tentang pengertian umum
sistem diskrit, analisis kestabilan dalam arti Lyapunov, dan pengenalan teori chaos. Pada
bab 2 dikemukakan sistem diskrit chaos, hukum kendali impulsif, penstabilan sistem
diskrit chaos, dan simulasi numerik pendisainan pengendali impulsif. Model ruang
keadaan pada rantai pasokan, sistem dinamik prediktif, sistem dinamik prediktif
ekonomik, sistem dinamik prediktif dua tujuan, dan kestabilan, serta simulasi numerik
dipaparkan pada bab 3. Selanjutnya pada bab 4 disajikan model dinamik hibrid dan
kendalinya yang meliputi sistem dinamik berbasis logika campuran, kendali prediktif
untuk MLD, model dinamik berbasis optimasi dan kendalinya. Diberikan juga simulasi
numerik baik untuk model hibrid maupun model piecewise-objective di industri
manufaktur. Terakhir pada bab 5 diberikan model dinamik dengan parameter random
yaitu yang berkaitan formulasi model dan kendali optimal dengan parameter random

serta simulasi model dengan parameter random di industri manufaktur.
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itu, penulis juga mengucapkan terima kasih kepada Rektor UNDIP Semarang yang telah
memberikan kepercayaan dan pembinaan sehingga penulis mampu mengembangkan diri
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BAB 1.SISTEM DINAMIK DISKRIT

Pada bab ini diberikan tentang pengertian dasar yang berkaitan dengan sistem
dinamik diskrit, kestabilan Lyapunov, fungsi skalar, keterkendalian sistem, dan
keteramatan sistem.

1.1. Bentuk Umum Sistem Diskrit

Sistem merupakan model matematika dari suatu proses fisis yang berkaitan
dengan sinyal masukan(input) dengan sinyal keluaran (output). Misalkan x dan y
adalah signal input dan output dari suatu sistem. Maka sistem dapat dipandang
sebagai suatu transformasi (pemetaan) dari x pada y. Transformasi ini disajikan oleh

notasi matematik sebagai berikut,
y = Tx, (1.1)

dengan T adalah suatu operator. Persamaan (2.1) dapat digambarkan sebagai berikut

x Sistem Y X ,| Sistem |-
i —
T — T —_
Xn Ym
Single Input Multiple Input
Single Output Multiple Output

Gambar 1.1 Skema dari sistem
Suatu sistem dikatakan sistem waktu diskrit bila input x[n] dan output y[n]
adalah signal diskrit. Sedangkan suatu sistem dikatakan invarian waktu bila tetap
terhadap pergeseran, yaitu
T(x[n — k]) = y[n — k],Vk € Z, (1.2)

apabila tidak memenuhi persamaan (1.2) dinamakan sistem varian waktu.




Secara umum bentuk persamaan ruang keadaan sistem waktu diskrit dinyatakan
sebagai berikut

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (1.3)

y(k) = Cx(k) + Du(k), (1.4)

dengan x(k) adalah vektor keadaan, u(k) adalah vektor masukan dan y(k) adalah

vektor keluaran, masing-masing ditentukan pada t = kT,k = 0,1, ..,dan T adalah

periode cacah. Penyelesaian dari persamaan (1.3) untuk setiap k > 0 dapat diperoleh

secara langsung dengan rekursi, dan diperoleh
k—1
x(k) = G*x(0) + Z 61 Hu(), (k=1,23,...) (1.5)
=0

jelas bahwa x (k) terdiri dari dua bagian, satu menyatakan kontribusi dari syarat awal
x(0), dan yang lain adalah kontribusi dari masukan u(j),j = 0,1,2, ...,k — 1.
Persamaan (1.5) menunjukkan matriks transisi keadaan dari sistem yang
dinyatakan oleh persamaan (1.3) adalah
D(k) = G* (1.6)
matriks tersebut merupakan matriks unik yang memenuhi
O(k+1) =G6P(k), o(0)=1 (1.7)

dalam bentuk matriks transisi keadaan @ (k), persamaan (2.5) dapat ditulis

k—1
x(k) = @(k)x(0) + Y @(k —j — 1) Hu(j) (1.8)
j=0
k-1
- o()x(0) + Z ®()Hulk — j — 1) (1.9)
=0




dengan mensubtitusikan persamaan (1.8) atau (1.9) ke dalam persamaan (1.4), maka

persamaan keluaran dapat dituliskan sebagai berikut;

k-1
y(k) =CP(l)x(0)+ C ) ®(k—j—1)Hu(j) + D(w) (1.10)
j=0

k-1

= C(k)x(0) + cz ®()Hu(k — j — 1) + D(u)
=0
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Selanjutnya diberikan penjelasan mengenahi analisis kestabilan Lyapunov
pada definisi-definisi berikut.

1.2. Analisis Stabilitas dengan Metode Lyapunov

Stabilitas sistem kontrol merupakan hal penting yang harus ditentukan. Di
mana terdapat berbagai macam metode yang dapat dipakai dalam menentukan

kestabilan sistem, namun disini hanya membahas bagaimana menggunakan atau

menerapkan teori stabilitas Lyapunov dalam menentukan kestabilan sistem.

Sebelum membahas teori stablitas Lyapunov, terlebih dahulu akan diberikan

penjelasan mengenai keadaan kesetimbangan.
Berikut sistem yang digunakan dalam hal ini didefinisikan sebagai beriku;
x(m+ 1) = f(x(m)) (1.11)

dengan x adalah vektor keadaan, f(x(m)) adalah fungsi kontinu dan
@ (x(my)) adalah solusi persamaan (1.11), di mana x(m,) = x, pada saat m = m,

dan m adalah waktu pengamatan.

Pada persamaan (1.11), suatu keadaan x, dengan




f(x,(m)) = 0, untuk setiap m, (1.12)

disebut sebagai keadaan kesetimbangan dari sistem. Jika sistem tersebut adalah linear
parameter konstan, misal f(x(m)) = Ax, maka hanya ada satu keadaan
kesetimbangan jika A nonsingular, dan ada tak terhingga keadaan keseimbangan jika
A singuler. Untuk keadaan sistem nonlinear, mungkin ada satu atau lebih keadaan
kesetimbangan. Keadaan ini berkaitan dengan solusi konstan dari sistem (x = x,
untuk setiap m). Penentuan keadaan kesetimbangan ini tidak melibatkan solusi sistem

persamaan (1.11) tetapi hanya solusi persamaan (1.12).

Selanjutnya diberikan uraian mengenai kestabilan dalam arti Lyapunov dari
sistem dinamik. Misalkan diberikan daerah sferis dengan jari-jari k di sekitar keadaan

kesetimbangan x, seperti dibawah ini
lx = x Il <k,

dengan |[x — x,|| disebut norm euclides dan didefinisikan sebagai

I = xll =[Gy = 216)? + (e = x26)? + -+ Con = 26T
andaikan S(&) terdiri dari semua titik sedemikian sehingga

llxo — x.ll <6,
dan misalkan S(¢) terdiri dari semua titik sedemikian sehingga

|@(x(my)) — x.|| < € untuk semua t > tg,




maka keadaan kesetimbangan x, dari sistem pada persamaan (1.11) disebut stabil
dalam arti Lyapunov jika untuk setiap S(¢), ada S(&) sedemikian sehingga trayektori
yang mempunyai titik awal di dalam S(&) tidak meninggalkan S(&) dengan
membesarnya waktu m menuju tak terhingga. Bilangan nyata § bergantung pada &
dan pada umumnya juga bergantung pada t,. Jika & tidak bergantng pada ty, maka

keadaan kesetimbangan tersebut disebut stabil secara uniform.

Jadi pertama dipilih daerah S(¢), di mana untuk setiap S(&), harus ada daerah
S(6) sedemikian sehingga trayektori yang bertitik awal di dalam S(&§) tidak

meninggalkan S(¢) jika m membesar menuju tak hingga.

Definisi di bawah ini berkaitan dengan jenis-jenis kestabilan pada sistem

dinamik.
Definisi 1.1. a. Kestabilan Asimtotik

Keadaan kesetimbangan x, dari sistem (1.12) disebut stabil asimtotik jika keadaan
tersebut stabil dalam arti Lyapunov dan jika setiap solusi yang bertitik awal di dalam
S(6) tanpa meninggalkan S (&), konvergen ke x, dengan membesarnya m menuju tak

terhingga.
Definisi 1.1.b. Kestabilan Asimtotik Global

Jika kestabilan asimtotik berlaku untuk semua keadaan (semua titik dalam ruang
keadaan) titik awal trayektori, maka keadaan kesetimbangan tersebut disebut stabil
asimtotik global. Jadi keadaan kesetimbangan X, dari sistem (1.12) disebut stabil

asimtotik global jika keadaan kesetimbangan tersebut stabil dan jika setiap solusi




konvergen ke x, dengan membesarnya m menuju tak terhingga. Jadi syarat yang
perlu untuk kestabilan asimtotik global adalah bahwa hanya ada satu keadaan
kesetimbangan dalam seluruh ruang keadaan. Selanjutnya diberikan konsep dasar

yang berkaitan dengan fungsi skalar

Definisi 1.2. Fungsi Skalar Definit Positif

Fungsi skalar V(x) disebut definit positif dalam suatu daerah {2 (yang mencakup titik
asal ruang keadaan) jika V(x) > 0 untuk semua keadaan x yang berharga tidak nol

dalam daerah {2 dan V(0) = 0.

Fungsi parameter berubah V (x, t) disebut definit positif dalam suatu daerah 2
(yang mencakup titik asal ruang keadaan) jika terbatas di bawah oleh fungsi
parameter konstan definit positif, yaitu jika ada fungsi definit positif I/ (x) sedemikian

sehingga V(x, t) > V(x) untuk semua t = t,, dan V(0,t) = 0 untuk semua t = ¢;.

Definisi 1.3. Fungsi Skalar Definit Negatif

Fungsi skalar V(x) disebut definit negatif jika - IV (x) definit positif.

Definisi 1.4. Fungsi Skalar Semidefinit Positif

Fungsi skalar V(x) disebut semidefinit positif jika fungsi tersebut berharga positif di

semua keadaan daerah 2 kecuali dititik asal/awal dan disuatu keadaan lain, di mana

fungsi tersebut berharga nol.

Definisi 1.5. Fungsi Skalar Semidenifit Negatif

Fungsi skalar V(x) disebut semidefinit negatif jika - V (x) definit positif.




Contoh 1.1.

Diberikan V (x) sebagi berikut

10 1 -=-2]1[*
V) =x"Px=1[x1 X X3]|1 4 -=1||x2
-2 1 1 1LX3

dengan menggunakan kriteria Sylvester, diperoleh

10 1 -2
10 >0, 110 ;‘>Udan 1 4 —1|>0
-2 1 1

karena semua minor utama berurutan dari matriks P adalah positif, maka V (x) definit

positif.

Selanjutnya, diuraikan analisis stabilitas Lyapunov untuk sistem waktu
diskrit. Kestabilan asimtotik merupakan konsep penting dalam konsep
kesetimbangan sistem . Berikut akan diberikan teorema stabilitas sistem waktu

diskrit linier atau nonlinear berdasarkan metode kedua Lyapunov. Sebelumnya untuk

sistem waktu diskrit, sebagai pengganti V(x), akan digunakan differensi antara

V(ix(k + 1)T) — V(x(kT), atau
AV(x(kT)) = V(x(k + 1DT) = V(x(kT)). (1.13)
Teorema 1.2. Stabilitas Lyapunov Sistem Waktu Diskrit

Perhatikan sistem waktu diskrit sebagai berikut:

x((k+1)T) = f(x(kT)),




dengan x adalah vektor keadaan (n-vektor), f(x) adalah n-vektor dimana f(0) =0
dan T adalah periode sampling. Misalkan ada suatu fungsi skalar V(x) kontinu di x

sehingga

. V(@) >0, unwk x#0,
2. AV(x) <0, untukx # 0, dimana

AV (x (k) = Ve + DT) =V (x D)) = V (£(xkT))) = V (x(kT)),
3. V(0)=0, untuk x=0

4. V(x) - oo, saat ||x]| - eo,

maka titik kesetimbangan x = 0 adalah stabil asimtotik uniform (seragam), dengan

V (x) adalah fungsi Lyapunov.
Perlu diketahui bahwa kondisi 2 dalam teorema tersebut dapat diganti dengan

AV (x) < 0, untuk setiap x,dan AV(x) tidak menjadi nol sepanjang setiap solusi
berurut {x(kT)} yang memenuhi persamaan (1.13), ini berarti bahwa AV (x) tidak
perlu definit negatif, atau cukup semidefinit negatif maka keadaan kesetimbangan

dititik asal dari sistem adalah stabil asimtotik global secara uniform.

Selanjutnya dijelaskan stabilitas Lyapunov dari sistem waktu diskrit LTI yang

dinyatakan dalam bentuk:

x(k + 1) = Gx(k) (1.14)




dengan x adalah vektor keadaan dan G adalah matriks konstan nonsingular n X n.
Titik x = 0 merupakan titik kesetimbangan. Dalam rangka menyelidiki kestabilan

sistem, pandang fungsi Lyapunov yang dinyatakan dalam bentuk
V(x(k)) = x" (k) Px(k),

dengan P adalah matriks Hermitian definit positif (atau real simetriks). Dengan
mengingat bahwa untuk sistem waktu diskrit, sebagai pengganti V(x), digunakan

diferensi antara V(x(k + 1)) dan V(x(k)), atau
AV (x(K) =V(x(k + 1) — V(x(k)),
yang analog dengan turunan dari V (x), maka
AV(x()=V(x(k+ 1) -V(x(k))
=xT(k + 1)Px(k + 1) — x" (k) Px (k)
= [Gx(K)]" P[Gx (k)] — x" (k) Px (k)
= xT(k)GTPGx(k) — xT (k) Px(k)
=xT(k)(GTPG — P)x(k),

karena V(x(k)) adalah definit positif, maka agar keadaan kesetimbangan stabil

asimtotik, memerlukan persyaratan bahwa AV (x(k)) harus definit negatif. Oleh

karena itu

AV(x(k)) = —x"(k)Qx(k), dengan Q=-(G"PG—-P) >0,




sehingga, untuk kestabilan asimtotik sistem waktu diskrit yang dinyatakan oleh
persamaan (1.12), cukup jika V (x(k)) definit positif dan AV(x(k)) = —xTdefinit
negatif. Cara lainnya adalah dengan memilih suatu matriks Hermitian definit positif

Q dan kemudian memeriksa apakah matriks P yang ditentukan dari
G"PG— P =—Q,
definit positif atau bukan. Ingat bahwa P definit positif merupakan syarta perlu.
Teorema 1.3 Stabilitas Lyapunov LTI Sistem Waktu Diskrit
Diberikan sistem waktu diskrit sebagai berikut:
x(k +1) = 6x(k)

dengan x adalah vektor keadaan dan G adalah matriks konstan nonsingular n X n.
Syarat perlu dan cukup agar keadaan kesetimbangan x = 0 stabil asimtotik adalah
bahwa jika dipilih suatu matriks Hermitian definit positif @, terdapat suatu matriks
Hermitian definit positif P sedemikian sehingga G'PG —P = —(Q, fungsi skalar
x"Px adalah fungsi Lyapunov sistem ini. Jika AV(x(k)) = —x" (k)Qx(k) tidak
menjadi nol sepanjang setiap solusi maka Q dapat dipilih berupa matriks semidefinit

positif.

1.3. Keterkendalian Sistem Diskret
Pada subbagian ini diberikan menjelaskan tentang sifat keterkendalian sistem diskret.

Perhatikan sistem kontrol diskrit yang disajikan oleh persamaan :

x((k+1DT) = Gx(kT) + Hu(kT') (1.15)

10




dengan

x(kT') : vektor keadaan pada periode ke-k berupa vektor n

u(kT) : sinyal kendali pada periode ke-k

G : matriks keadaan berukuran nxn
H : matriks kendali berukuran nx1
T : periode sampling

u(kT) diasumsikan konstan untuk k7 <t < (k+ 1T

Definisi 1.6. Sistem diskrit (1.3) dikatakan terkendali secara lengkap apabila

terdapat suatu sinyal kontrol u(kT) sepanjang periode sampling sehingga dapat
membawa keadaan X(kT) ke keadaan yang diinginkan, sebut X, pada n periode

sampling.

Dari definisi tersebut dapat dijelaskan bahwa kondisi yang harus dipenuhi

untuk keterkendalian adalah sebagai berikut. Solusi untuk persamaan (1.15) adalah:

ni—1
x(nT)=G"x(0)+>_G"""Hu(jT)

j=0

=G"x(0)+G" ' Hu(0) + G" *Hu(T) +--- + Hu((n—1)T)
diperoleh

[u((n—1T) |

u((n=2)T)
x(nT)—G"x(O):[H GH - G"“H}

u(0)

11




karena H merupakan matriks nx1, matriks [H GH ... G"_]H] adalah matriks

nx1 atau vektor kolom. Jika rank dari matriks

rank[H GH - G"'H]=n (1.16)
maka vektor sebanyak n, yaitu [H GH - G"_IH]membangun ruang dimensi-n
sehingga definisi keterkendalian telah terpenuhi. Matriks
Kz[H GH --- G"_]H] disebut juga sebagai matriks keterkendalian.

14. Keteramatan Sistem Diskret
Keteramatan berkaitan dengan masalah menentukan keadaan dari sistem
dinamik berdasarkan pengamatan keluaran dan vektor kontrol dalam jangka waktu
tertentu. Suatu sistem dikatakan teramati jika keadaan awal sistem dapat ditentukan
berdasarkan pengamatan keluaran dan vektor kontrol selamat selang waktu tertentu.
Konsep keteramatan berguna dalam merekontruksi variabel keadaan yang tidak

diketahui.

Misalkan sebuah sistem kontrol diskrit dinyatakan sebagai berikut :

{x((k +1)T) = Gx(kT) + Hu(kT)

V(kT) = Cx(kT)+ Du(kT)
Sistem tersebut mempunyai penyelesaian :

=
x(KT)=G*x(0)+Y_G* /"' Hu(jT) (1.17)

J=

dan

12




k-1
y(kT)=CG'x(0)+ Y. CG"""Hu(jT)+ Du(kT) (1.18)

j=0

Karena matriks G, H, C, D dan u(kT) diketahui, bagian kanan pada persamaan (1.17)
serta bagian tengah dan kanan pada persamaan (1.18) juga diketahui. Sehingga ketiga
bagian tersebut dapat dihilangkan dari nilai pengamatan y(k7). Sistem untuk

menurunkan kondisi keteramatan dapat disederhanakan menjadi :

x((k+1)T)=Gx(kT) (1.19)
y(KT') = Cx(KT) (1.20)

dengan

x(kT) : vektor keadaan pada periode ke-k berupa vektor n

y(kT) : vektor keluaran pada periode ke-k berupa vektor m

)

: matriks kendali berukuran n x n

C : matriks kendali berukuran mi x n

Sistem di atas teramati secara total jika keluaran y(kT) diketahui, keadaan

awal x(0) dapat dicari. Solusi untuk persamaan (1.19) adalah :
X(kT) =G" x(0)
dengan substitusi ke persamaan (1.20) diperoleh
y(kT) = CG*x(0) .

Keadaan awal x,(0),x,(0),...,x (0) tidak diketahui dan akan dicari. Untuk

menentukan n buah nilai, nilai y(k7) yang diperlukan hanya sebanyak n. Sehingga
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nilai yw(kT) yang digunakan y(0),y(T).....,¥((n—1)7) untuk mencari nilai

x,(0),x,(0)....,x,(0).
Untuk sistem yang teramati secara total diberikan

1(0) = Cx(0)
W(T)=CGx(0)

Yy ((n=DT)=CG" " x(0)

x,(0),x,(0).....x,(0) harus dapat ditentukan. Karena y(kT) adalah vektor berukuran
m dan dari x(0) mempunyai nilai n persamaan maka diperoleh nm persamaan yang
mengandung Ef'((}),xg(O),...,xn(O). Agar solusi  x(0),x,(0).....x,(0) dari nm
persamaan tersebut unik, haruslah ada n persamaan bebas linier di dalamnya. Matriks

C
cG

_CGH—] |
harus mempunyai rank sebesar n. Matriks di atas dapat juga dinyatakan sebagai :
oz[c* G'c - (G*)”"C*] (1.21)

Matriks pada persamaan (1.21) disebut juga matriks keteramatan.
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1.5. Keterstabilan Sistem Diskrit LTI
Pada subbagian ini diuraikan konsep dasar yang berkaitan dengan definisi dan

teorema tentang sifat keterstabilan sistem diskret

Definisi 1.7. Sistem (1.3)atau pasangan matriks (G, H), dikatakan terstabilakan jika
terdapat matriks F sedemikian sehingga semua nilai eigen dari G+HF dapat
ditempatkan di open unit disc, yaitu daerah di bidang kompleks yang memiliki
modulus kurang dari satu.

Berdasarkan definisi sebelumnya maka syarat sistem yang tidak terkendali
supaya dapat dikendalikan adalah sistem terstabilkan, yaitu semua nilai eigen sistem
dapat ditempatkan di open unit disc. ~ Teorema berikut dapat digunakan untuk

menyelidiki sifat keterstabilan sistem.

Teorema 1.4 Sistem (1.3) atau pasangan matriks (G, H), bersifat terstabilkan jika
dan hanya jika

rank[ul — G H] =n

untuk semua nilai eigen y; dari G dengan |y;| = 1,i =1,2,...,k <n.

Selanjutnya diberikan pengantar mengenai teori chaos sebagai berikut.

1.6. Pengenalan Teori Chaos

Sistem yang berpotensi memiliki dinamik chaotic adalah sistem disipatif.
Pada bidang rekayasa sistem ini memiliki ciri yaitu munculnya secara spontan
anisotropy yang diakibatkan oleh interaksi antara partikel (massa) untuk rentang

waktu yang panjang. Dari sudut pandang sistem dinamik, suatu sistem adalah
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disipatif jika phase-flow atau orbit-orbit dari sistem tersebut divergen negatif. Suatu
sistem yang disipatif tidak memiliki titik-titik kritis atau solusi periodik dengan

atraktor negatif (negative attaractor).
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BAB 2. SISTEM KENDALI DISKRET CHAOS

Pada bagian ini dibahas tentang bagaimana mendesain sistem diskrit chaos
berdasarkan hukum pengendali impulsif dan diberikan simulasi dengan
menggunakan software MATLAB R2008a, sehingga dapat diketahui perbedaan
kinerja pada sistem diskrit chaos lup terbuka (sebelum diberikan pengendali
impulsif) dan lup tertutup (setelah diberi pengendali impulsif).

2.1. Sistem Diskret Chaos

Perhatikan, beberapa notasi yang digunakan pada kajian sistem kendali
diskrit. Diberikan himpunan Z=1{0,1,2,...}dan N =1{0,1,2,...}. untuk
x = {x1,%;,X3,..., X, }7 € R*dan A = (a;)) px, € R™", diberikan norm ||x||
adalah norm vektor dan ||A|| adalah norm dari matriks A, dengan p(A) adalah
spektral radius matrik A, didefinisikan;

lxlly = Z ;] dan l4ll; = maks 1<jen 28| ay.

Bentuk umum dari sistem diskrit chaos direpresentasikan dalam bentuk

x(m+1) = f(x(m)),me Z, (2.1)

Sistem (2.1) disebut sebagai sistem diskrit chaos lup terbuka, dengan x(m) €
R™ adalah variabel keadaan, f : R®™ - R adalah fungsi kontinu dengan x(0) =
X, adalah kondisi awal, dan diberikan plant P yang mendifinisikan proses evolusi
(m, x(m)), dengan x(m) € R" adalah variabel keadaan dari sistem.

Sistem diskrit chaos merupakan sistem dengan masukan dan keluaran
waktu diskrit yang memiliki perilaku chaos (trayektori yang tidak beraturan)
ditunjukkan dengan ketergantungan yang peka terhadap kondisi awal yang mana

perubahan kecil pada satu tempat dalam sistem dapat mengakibatkan perubahan
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besar dalam keadaan kemudian, atau disebut tidak dapat diprediksi pada jangka

waktu yang lama.

2.2. Hukum Pengendali Impulsif

Pendesainan sistem diskrit chaos berdasarkan hukum pengendali impulsif
untuk menstabilkan sistem diberikan pada subagian ini. Perhatikan kriteria hukum
pengendali impulsif pada Definisi 2.1 di bawah ini.

Definisi 2.1
Barisan {m,, U(k,x(m,))}, m, € Z dikatakan sebagai hukum pengendali
impulsif dari plant P jika;

i. Ax(my) = x(my + 1) — x(my) = U(k,x(my)),k € N.

ii. Me=0<my <my, < <my <Myyq <0, limyL e, my = oo,
Pendesainan pengendali impulsif {my, U(k,x(mk))} untuk sistem (2.1) sehingga
sistem stabil eksponensial.

Diberikan U(k,x(mk)) = fbk(x(mk)), @), : R" - R" adalah fungsi
kontinu. Telah diketahui bentuk persamaan (2.1) adalah sebagai berikut

x(m+1) =f(x(m)), meZ,
dengan {mk,U(k,x(mk))} sebagai pengendali impulsif jika memenuhi syarat-
syarat seperti pada Definisi 2.1. Kemudian, substitusikan U(k,x(m,()) =
®,.(x(m,)) ke persamaan (i) sehingga didapat
Ax(my) = x(my + 1) — x(my) = 'i)k(x(mk)),m =my,k €N,
dengan nilai awalnya adalah

x(0) = x,.
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Slanjutnya dapat diperoleh sistem diskrit chaos berdasarkan hukum pengendali
impulsif sebagai berikut:

x(m+1) =f(x(m)), m#m;, mel
Ax(m) = x(m + 1) — x(m) = &, (x(m)),m=my, k€ N (2.2)
x(0) = x,.

Persamaan (2.2) disebut sebagai sistem diskrit chaos lup tertutup yang memenuhi
asumsi di bawah ini
Asumsi :

1. Terdapatkonstantas > 0 danJ = 0 sehingga

If )l < sllxm)l +9, VvmeZ  vxeR (2.3)

2. Terdapat konstanta I, > 0 sehingga
lx(m) + & (x()|| < Lellx(m)Il, vk € N,vx € R™. (2.4)
3. Pengendali impulsif dengan time instan {m,}, m, € Z , memenuhi
my —my_1 > 1, k €N. (2.5)
Dalam kajian tentang sistem chaos, kondisi Lipschitz merupakan syarat
cukup yang harus dipenuhi. Asumsi 1 menyiratkan kondisi Lipschitz yang mana
f (x) memenuhi kondisi Lipschitz sebagai berikut;

HfG)=FO I <slxl=01FC)1 < sllxl+If0)I

Asumsi 2 merupakan asumsi yang paling umum digunakan untuk sistem
pengendali impulsif. Sehingga jelas jika @,(0) = 0, maka kondisi Lipschitz
adalah kondisi yang cukup untuk Asumsi 2. Bahkan, Secara umum tidak ada yang

menjamin Asumsi 3 atau jumping impulses terjadi terus menerus.

Definisi-definisi berikut diperlukan dalam proses penstabilan sistem
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diskret chaos.

Definisi 2.2. Himpunan § ¢ R" dikatakan globally exponentially attracting set
dari sistem (2.2) jika terdapat konstanta K > 0 dan 8 € [0,1) schingga untuk

setiap solusi x(m, 0,x,) dengan nilai awal x,,
dist (x(m),S) < K Il x, Il B*,
dengan k € N, k — oo ketikam — oo, dan

dist (x (m),$) = inf d (x(m),y),
YES

dengan dist (-,) adalah jarak di R™.
Definisi 2.3. Sistem (2.2) dikatakan globally exponentially set-stable jika terdapat

globally exponentially attracting set S dari sistem (2.2).

Definisi 2.4. Sistem (2.2) dikatakan globally exponentially stable jika S = {0}

adalah globally exponentially attracting set dari sistem (2.2).

2.3 Penstabilan Sistem Diskrit Chaos

Teorema yang diberikan pada bagian ini berkaitan dengan penstabilan
sistem. Beberapa kondisi stabilitas eksponensial global dapat diperoleh untuk
pengendali impulsif sistem diskrit chaos (2.2) dengan menggunakan teori

kestabilan Lyapunov.
Teorema 2.1.

Misalkan Asumsi 1-3 terpenuhi. Maka solusi dari sistem (2.2) memenuhi kriteria

berikut:
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Il x(m) Il < s™ 7 TT Lillxoll + v, (2.6)

dengan
m-mp—2 k . mj—mj_q—2
y = Z s + Zsm—mr(k—ﬂ—ll—[_ ? Z st . 2.7)
i=0 i=1 t=J i=0
Bukti

Perhatikan dari sistem (2.2) dipunyai

Ax(my) = x(me + 1) —x(my) = fbk(x(mk)), m=my,k€ N,

Persamaan di atas ekuivalen dengan
x(my + 1) = x(my) + @ (x(my)),
sehingga dapat diperoleh
x(my) < x(my + 1),
dan
lx(m) 1< Il x(m + 1)1 atau | x(m) 1< | x(my + D) I,

akibatnya untuk m € (my,my,,], kemudian dihitung norm || x(m) || untuk

m # m,y, yaitu

lx(m) 1< Il x(my +1) Il
kemudian berdasarkan Asumsi 3.1, dapat dibentuk

Tx(m) 1< Il x(my + DI < sllx(my + DI+ 9,
dengan konstanta s > O dand = 0,

sehingga dapat diperoleh
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I xCm) Il < sllx(my + D] + 9
< s | x(my + 1) | +(1 + 5+ 8% 4 -+ sTT2)y,

Hal ini dikarenakan

x(my, +1) = x(my,) + d)k(x(mk))1

maka
m—my—2
Ixm) IS s™ ™1 [lx(my) + Dy (x(mll + Z st .

Selanjutnya berdasarkan Asumsi 2 yaitu

x(my) + @ (x(m)|| < Lellx(m)l, vk € N,vx € R",
dapat diperoleh
m—mp—2
hx0m) I smme i lxm)l +( Y st o, (28)
i=0

Karena m € (my, my4,], maka untuk m = my,, juga berlaku sama yaitu:

Mgy~ =2

I xOme) 1< s ™ lxmoll+( ) st o, 29)
i=0

maka 1,4 bernilai benar.

Selanjutnya dengan induksi, dapat diperoleh || x(m;) || yang sesuai. Karena
m € (my, my44], hal ini mengindikasikan bahwa m # m,,, yang berakibat untuk
menghitung nilai dari norm || x(m,) Il tidak dapat menggunakan m,, dan

berdasarkan Definisi 2.1, yaitu diketahui

m=my_y <My <My,
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Hal ini berarti nilai m;, dapat diganti menggunakan nilai dari m;,_,, sebab nilai
dari my.,1 telah terdefinisi sebelumnya. Dengan kata lain

Il x(my) =1l x (1) N,
Dan dapat diperoleh

my—my_,—2

k—1
ux(mk_l)ugsmk—k]_[ 1 Noll + Z st o
i=0

i=0
_ mi—mj_,—2
k-1 | - T |
+ E smk—mi_("_”l | Ii E st ]9,
j=1 = i=0

sehingga

k=1
xmo s ™[] wlwll+| > st)o
i=0
k=1 1 mj=m;_, =2
+Zs"’*k—"‘f—("—ﬂn I Z st o, (2.10)
i=j -

j=1 i=0

Subtitusi persamaan (2.10) ke persamaan (2.8) diperoleh pertidaksamaan sebagi

berikut

m—mk
I x(m) 1< s™ ™10, [lx(m)ll + Z st )9
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k—1
<smomety |smek [ ] 4+ ) st
i=0

=0
_ Mj—1m j1—2
k-1 | - j=m;j |
Somem-an TS w)o
=1 t=J i=0
m—mp—2
+ Z st |9
=0
X m—myg—2
Il x(m) ||gsm—’f—l| | i Txoll + Z st |
=0 i=0

+ sm-mi—1] Z st ]9

-1

k
ST [ o)
- i=j

7

=

L}

furt
—
1}
=

X m-ny—2
gsm—k—ln 1, x|l + Z st o
i=0

i=0

mj—mj_l—z

Kk
+Zsm—mr(’f—ﬂ—ln I Z st ). (2.11)
i=j

j=1 i=0

(Terbukti) [ ]
Teorema 2.2 .

Misalkan Asumsi 1-3 terpenuhi, maka himpunan

sT-1 1
S=4x eR" < 9
{x [l = =56 =1 }

adalah globally exponentially attracting set dari sistem (2.2), dan sistem (2.2)
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adalah globally exponentially set-stable dengan syarat memenubhi kriteria berikut:

i. s>1danT = supyeyimy, —my_1} < oo,

ii. sT=1 < 1,1 = suppepnili}-
Teorema 2.3.

Misalkan Asumsi 1-3 terpenuhi, maka himpunan

l 1
S {xER lx)l < (1"'1_5?—11)1—519}

adalah globally exponentially attracting set dari sistem (2.2), dan sistem (2.2)

adalah globally exponentially set-stable dengan syarat memenubhi kriteria berikut:

i. s<ldanT = infyen{my —mu_1} > 0.

ii. sT < 1.
Teorema 2.4.
Misalkan 1-3 terpenuhi, maka himpunan

1
Sz{xEIR"leIlS m(1r—1)19}

adalah globally exponentially attracting set dari sistem (2.2), dan sistem (2.2)

adalah globally exponentially set-stable dengan syarat memenuhi kriteria berikut:

i s=1dan T = supgey {mg — my_1} < co.
ii. [ <1
Bukti

Berdasarkan (2.7),dans = 1serta | < 1, dapat diperoleh
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m-—mgy—2 mj=1mj_q—2

K
y = Z st + Zsm_mf_("_”_l l_r l; Z st ]9
i=0 =1 =7 '
. k
<(m-m—1)9+ Zl_[ 1 (mj—mj_y —1)9
J=1 =

k
k
s(T—1)19+Zl_[ 1, (T—-1)9
=
k Ik
< 1+Zﬂ L) -1,
=

karena [ = supyey{l,}, sehingga

K K
[ =]
i=j i=j

akibatnya

k
k
y < 1+ZH =109
=
k
= 1+Zg"—i+1 (T-1)9
=
k=1
- 1+sz+l (T—1)9
j=o

IA

1 +ZU’+1 (T — 1),
j=0

Berdasarkan Asumsi 2 dan Teorema 2 4, diketahui bahwa;
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0<!<1, maka Ut? < 1,
Andaikan diberikan A = ¥, Ut =14+ 12+ 1* + - 40,
maka ?:1+[+,{2+...+0,

diperoleh ?— A=1

sehingga

y£(1+%)(7"—1)19

1-1+1 1
S —T-1)9 =—(T—-1)9, 2.12
ys 4 T-D9 == (-1 (212)

Subtitusi s = 1 dan persamaan (2.12) ke persamaan (2.6) dapat diperoleh

k

I x(m) || < skt 1_[ Lol + ¥
i=0
ke 1
51_[ lxg Il +—— (T = 1)
i=0 1-1

1
= [k Xo I +m(T - 1)19. (2.13)

(Terbukti) [ ]

Selanjutya, pada kasus 9 = 0, dapat dengan mudah ditunjukkan x (m) =
0 merupakan solusi (2.2) dari Asumsi 1 -3. Berikut, diberikan attractivity dari

solusi nol dengan bukti yang similar dengan Teorema 2.2-2.4.
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Akibat 2.1. Misalkan Asumsi 1 -3 dengan 4 = 0 terpenuhi. Maka sistem (2.2)

merupakan  globally exponentially stable dengan syarat memenuhi kriteria

berikut:
i. s> 1, T = sup,en{im, — my_,} <oodans™ 1l < 1.
ii. s < 1,T =infren{me —my_1} >0dans" 1< 1.

iii. s=1ldanl> 1.

Kriteria (i) — (iii) dari Akibat 2.1 dapat digabungkan, dan berikut hasil umum

dengan Akibat 2.1.

Akibat 2.2 Misalkan Asumsi 1-3 dengan 9 = 0 terpenuhi. Jika

i. 0 < T = infy,enim, —my_,}dan
ii. T = supgenimy — my_.} < o dan
iii. max eqry{s® 1H < 1.

maka sistem (2.2) globally exponentially stable.
Berdasarkan asumsi;

@y (x) = P(x)danmy + 2 < My <my +4, Xu dan Teo (2016) membuat

proposisi berikut:

Proposisi 2.1
Misalkan || x(m) + fb(x(m)) I <11l x(m) Il, dengan
0<l<e, dan Il f(x(m)) N<slhx@m)l,

jikalns + % Inl < 0, maka sistem (2.2) stabil asimtotik.
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2.4. Simulasi Numerik untuk Pendesainan Pengendali Impulsif

Pada subbagian ini diberikan simulasi numerik sebagai verifikasi dari
metode yang telah dikemukakan. Dapat ditunjukkan keefektifan dari pengendali
impulsif dalam menstabilkan sistem diskrit chaos. Dalam simulasi numerik

digunakan software MATLAB R2008a. Perhatikan sistem dikrit sebagai berikut:

{xl(m+ 1) = —1,5x,(m) + 09x,(m) + 1 (2.14)

x,(m+1) =0,3x,(m) + 2

Dengan nilai awal x(0) = (1,7, 0,1)7, hal ini bisa ditulis menjadi

(0 =17
*(0) = {xz(O) =01’

Sistem (2.14) ini belum tentu menunjukkan perilaku chaos, sehingga diperlukan

pengecekan terlebih dahulu.

: +
2le + e - *  aam
< ®2(m)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 460 500

Gambar 2.1 Lintasan trayektori dari sistem (2.14) lup terbuka.

Gambar 2.1 tersebut diperoleh pada x(m) saat nilai m adalah 1 sampai
500, dengan x,(m) berwarna merah dan x,(m) berwarna biru. Sedangkan hasil

simulasi untuk |lx(m)||, dapat dilihat pada Gambar 2.2, dengan nilai m = 1

sampai 500.
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Gambar 2.2 Perilaku || x (m) [l dari sistem (2.14) lup terbuka.

Hasil simulasi yang terlihat pada Gambar 2.1 dan 2.2 menunjukkan bahwa

sistem memiliki perilaku chaos. Maka untuk menstabilkan sistem diskrit chaos

dibentuk pengendali impulsif linear sederhana {my, U(k, x)} sebagai berikut.

Perhatikan
x(m+1) = f(x(m)), me Z
sehingga

_ (x(m+1) = =1,5x,(m) + 0,9x,(m) + 1
f(x(m)) - {x2 (m+1)=03x,(m) +2 ’

karena
IfGx(m)) ||, = lx(m + 1)||, dengan ||x||; = X} |x;|, maka dapat diperoleh
£ @)l = llxCm+ DIy
= |x;(m+ 1) + x,(m + 1)
< lxy(m + D]+ [x,(m + 1)

= |=1,5x, (m) + 0,9x,(m) + 1| + |0,3x,(m) + 2|
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< 1,5|x;(m)| + 0,9]x,(m)| + 1+ 0,3|x;(m)| + 2
=1,8]x;(m)| + 0,9|x,(m)| + 3
< 1,8]x,(m) + x,(m)| + 3

< 18llx(m)ll, + 3, (2.15)

jadi, [|f xGm)|, = llxGm + DIy < 1,8]lx(m)|s + 3.

Ingat Asumsi 3.1, yaitu terdapat konstanta s > Odan ¥ = 0 sehingga

IIf x(mD)]l < sllxGn)Il + 9, vm € Z,vx € R",

maka berdasarkan (2.15) dan Asumsil dapat diperoleh s =1,8 dan ¢ = 3.
Kemudian, dengan s = 1,8 > 1, maka dapat dibentuk pengendali impulsif linear

sederhana {m,, U(k,x) = @,(x)}, dengan m, = 2k dan
Uk, x) = & (x) = (™! — Dx, (2.16)

maka berdasarkan sistem (2.2)
x(m+ 1) — x(m) = @, (x(m)),
x(m+ 1) = & (x(m)) + x(m)
= (e = Dx(m) + x(m)
= e 'x(m),

schingga diperoleh bentuk sistem (2.14) lup tertutup berdasarkan hukum

pengendali impulsif sebagai berikut:

—1,5x;(m) + 09x,(m) + 1 ,m#m,,me€ZkeN
x(m+1) =1 7]

e 1 (-1,5x,(m)+ 09x,(m) +1) ,m=my ke N
2y (m+ 1) = o,ixl(m)+2 ,m#*m,meZkeN

e 1 (03x;(m)+2) ,m=my, ke N

x(0) = (17, o,
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karena m;, = 2k dans > 1 ,maka T = suppenim, —my_1} < oo, yaitu T = 2.

Ingat kembali Asumsi 2 yaitu terdapat konstanta [, > 0 sehingga

|x(m) + @y (x(m) || < Lellx(m)Il, vk € N,vx € R",
maka berdasarkan (2.16) dan Asumsi 2 dapat diperoleh [, > 0 sebagai berikut;
ll22(m) + @y (x(m)) Iy = [lx(m) + (e™* = Dax(m)]l,
< llx@ll + lIte™ = Dx(m)lly
< el + lle x|l — llxm) 4
P (m) + @i (x(m)) 12 < lle™*x(m)lly
Sehingga [, =l =e"1 > 0.
Telah diketahuibahwa s = 1,8, 9=3, T=2danl = e~ ', maka

ST =18e"'= 0.6622< 1,

dan kondisi tersebut mengindikasikan bahwa sistem (2.16) adalah exponentially

set-stable, dan terdapat S, dengan

sT-1 1
s={x eRrn < 9
{x ”x“l - (1 _ ST_lf)(S _ 1) }
s={xeRrllxll, < (18-1)3 = 8,8810
e =T "06622)18-1) ©

adalah globally exponentially attracting set
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Gambar. 2.3 Lintasan Trayektori dari sistem lup tertutup.

Gambar 2.3 memperlihatkan hasil pengendalian impulsif sistem (2.14),

dengan iterasi dari 1 sampai 100.

B.aa1

(it

0 10 20 30 40 S0 B0 70 a0 90 100

Gambar. 2.4. Perilaku || x (m) ||, dari sistem lup tertutup.

Hasil dari pengendalian impulsif pada sistem dengan iterasi sebanyak 1 sampai
500 disajikan pada Gambar 2.4. Dari hasil simulasi terlihat bahwa perilaku chaos

pada sistem dapat distabilkan oleh hukum pengendali impulsif dan lintasan
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trayektori dari sistem semua berada pada
himpunan S = {x € R"|||x||, < 8,8810}. Hal ini memperlihatkan bahwa dengan

pendisainan pengendali impulsif untuk sistem diskret chaos mampu menstabilkan

sistem dan secara numerik sangat efektif.
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BAB 3. MODEL KENDALI PREDIKTIF

Pada bagian ini diuraikan model kendali prediktif pelacak pada rantai
pasokan, namun sebelumnya perhatikan terlebih dahulu, sistem kendali yang

dideskripsikan dengan formulasi
x = f(x(0),u(t),d(t)

dengan x(t) € X € R™ sebagai vektor keadaan, u(t) € U ¢ R™ vektor masukan,
d(t) € R? vektor gangguan, dan notasi x menyatakan perubahan keadaan
terhadap waktu. X adalah himpunan keadaan yang feasible. Vektor masukan
u(t) dibatasi oleh himpunan U dengan U = {u(t) € R™|uy;,; Su; <
Umax,iri = 1,2,...,m}. Vektor gangguan dapat meliputi error pada sistem, tenaga
luar yang tidak diketahui, atau bentuk ketidakpastian lainnya. Himpunan X dan U

adalah himpunan kendala yang membatasi keadaan dan masukan.

Sistem di atas merupakan sistem nonlinier dengan waktu kontinu. Dengan

mengubah sistem menjadi model diskrit, diperoleh sistem berikut:

x(k+ 1) = fa(x(k),u(k), d(k))

dengan x(k) € XCR", u(k) e Uc R™, d(k) € R?. k digunakan untuk
menotasikan periode saat ini dan f;(-) digunakan untuk membedakan transisi

keadaan diskrit dengan kontinu.

3.1. Persamaan Ruang Keadaan pada Rantai Pasokan
Persamaan ruang keadaan yang diberikan pada bagian ini merupakan

sistem diskret linier yang dituliskan dalam bentuk.
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + B,d, (3.1)
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dengan x(k) € X sebagai vektor keadaan, u(t) € U vektor masukan, dan
d(t) € R? vektor gangguan. Matriks A adalah matriks yang berukuran n X n, B
matriks berukuran m X m, dan B, matriks yang berukuran d X d. Diasumsikan

bahwa sistem (A, B) terstabilkan.

Himpunan X = {x(t) € R"|xp,; < X; < Xy L = 1,2,...,n}  adalah
himpunan keadaan yang dapat diterima (feasible). Vektor masukan u(t) dibatasi
oleh himpunan U = {1(t) € R™ U < U < Uppgy o L = 1,2,...,m}. Gangguan

d(t) diasumsikan terbatas pada D ¢ R%.

Persamaan ruang keadaan (3.1) disesuaikan berdasarkan proses yang terjadi
pada setiap mata rantai untuk setiap periode waktu. Keadaan pada rantai pasokan,
misalnya, dapat menyatakan banyaknya inventori yang disimpan di gudang
produsen, dapat juga menyatakan banyaknya backorder. Backorder merupakan
banyaknya pesanan yang belum dapat dipenuhi oleh pengecer karena kurangnya
stok. Masukan model merupakan banyaknya produk yang harus dibuat oleh
pabrik atau banyaknya produk yang harus dikirimkan ke konsumen. Sedangkan

permintaan konsumen merupakan gangguan eksternal pada sistem ini.

Selanjutnya, sistem dikatakan setimbang apabila variabel keadaan tidak
berubah terhadap waktu. Pada sistem dengan waktu diskrit, keadaan setimbang

dapat dituliskan sebagai
x(k +1) —x(k) = 0, untuk suatu k € Z. (3.2)

Sesuai rumusan ruang keadaan (3.1), persamaan di atas dapat ditulis lagi

menjadi
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(Ax(k) + Bu(k) + Bud) — x(k) = 0, (33)

atau

x(k) = Ax(k) + Bu(k) + B,d. (34)

Pada permasalahan sistem kendali, terdapat kemungkinan banyak nilai
keadaan setimbang yang memenuhi persamaan (34). Oleh karena itu, perlu
diformulasikan masalah keadaan setimbang yang dapat digunakan untuk mencari
keadaan setimbang yang optimal. Formulasi ini digunakan untuk meminimalkan

pengeluaran biaya ekonomik selama sistem bekerja.

Perhatikan fungsi #;: R"™ X R® - R  digunakan sebagai representasi
perhitungan biaya operasi selama proses. Karena £ (x, ) merupakan refleksi dari
proses ekonomik, kemudian fungsi ini dirujuk sebagai fungsi biaya ekonomik.
Fungsi biaya ekonomik yang dirumuskan dapat berupa keuntungan langsung, laju
produksi, atau selektivitas produk. Selanjutnya dapat diperoleh keadaan

setimbang optimal ekonomik yang merupakan peminimum dari masalah optimasi

min.t,u 'E’E (I, H) (3 5)
dengan kendala

x = Ax + Bu + B,d,
xeX

£l

u e U.
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Dari permasalahan tersebut dapat ditentukan keadaan setimbang optimal
yang ditulis dengan (x, u,; d). Lebih lanjut, pada sistem rantai pasokan di mana

diasumsikan model diskrit linier, fungsi tujuan dinyatakan sebagai
£5(x()), u() = q"x() + rTu(), (3.6)

dengan q" dan rT sebagai vektor yang melambangkan efek keadaan dan
masukan pada proses biaya ekonomik. Pada rantai pasokan, q" dapat berupa
holding cost inventori atau pinalti backorder. Sedangkan rT dapat berupa biaya
pemesanan atau biaya pengiriman.

Dengan demikian, masalah keadaan setimbang dapat ditulis sebagai

miny,, q'x(j) + r'u(j) 3.7

dengan kendala

x = Ax+ Bu+ B,d,

xeX, uel.

3.2. Model Kendali Prediktif Pelacak pada Rantai Pasokan

Model kendali prediktif (Model Predictive Control (MPC)) merupakan
teknik kendali berbasis optimasi. Tujuan utama dari kendali ini adalah
mengarahkan sistem menuju keadaan setimbang optimal dan mempertahankan
posisinya di keadaan tersebut. Sistem kndali prediktif pelacak biasa dirancang
dengan fungsi tujuan kuadratik yang mewakilkan penyimpangan keadaan dan
masukan dari nilai keadaan setimbang optimal (z, = (x;,u,)). Pada sistem rantai
pasokan, sistem kendali prediktif pelacak menggunakan stage cost (fungsi biaya)

diskret yang didefinisikan sebagai berikut.
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tr(x(k), u(k); z,) =
() = x)TQ(x(k) — x) + (u(k) — u)"R(u(k) —u,) (3.8)

dengan Q matriks semidefinit positif ¢ dan R sebagai matriks pengendali yang

mengarahkan keadaan dan masukan ke keadaan setimbang.

Apabila proses sistem diinginkan untuk berakhir pada suatu keadaan
setimbang, dapat digunakan kendala akhir (terminal constraint) x(N) = x;.
Permasalahan sistem kendali prediktif pelacak dengan kendala akhir didefinisikan
sebagai

MiNy(0)u(1),..uv—1) YV (@(0), u(1), .., u(N — 1); x,) (3.9)
dengan kendala

x(0) = x,

x(j+ 1) = Ax(j) + Bu(j) + B;d

x(j)eX

u(Heu

x(N) = x,

jef{0,1,..,N -1}
dengan fungsi tujuan Vy (u(0),u(1),...,u(N — 1); x,) dinyatakan sebagai jumlah
dari stage cost:

Vy (@(0),u(1), ..., ulN — 1);x0) = Z)= €7 (x(), u(j); z,). (3.10)

Pada rancangan kendali tersebut, selain untuk meminimalkan
penyimpangan dari keadaan setimbang, sistem ini juga bertujuan untuk mencapai

keadaan setimbang pada tahap akhir berlangsungnya sistem dengan adanya

kendala akhir.
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Dengan memperhatikan stage cost pada persamaan (3.8), fungsi tujuan

sistem dapat dituliskan kembali dalam bentuk
VN (H(OJ, ‘H(l), Oy ‘H(N - 1), xU) =

2750 (x() = x)'Q(x(j) — x) + () — u)' R(u()) — uy). (3.11)

33. Model Kendali Prediktif Ekonomik

Secara umum perbedaan antara sistem kendali prediktif ekonomik dan
sistem kendali prediktif pelacak adalah terletak pada stage cost-nya. Perhatikan
bahwa masalah kendali prediktif ekonomik dengan kendala akhir, diberikan dalam
bentuk

miny o) uc1),..uv—1) Vo (@(0), w(1), ..., u(N — 1); x,) (3.12)

dengan kendala

x(0) = x,,

x(j + 1) = Ax(j) + Bu(j) + B, d,

x(j) € X,

u(j) e U,

x(N) = x,

je{0,1,..,N -1},

dengan fungsi tujuan Vy(uw(0),u(1),..,u(N —1); x;) yang dinyatakan
sebagai jumlah dari stage cost ekonomik (3.6):

Vy (@(0), ..., u(N — 1);x,) = X} € (x (), u())). (3.13)

Persamaan (3.13) dapat dituliskan dalam bentuk

Vy@(0), ..., u(N = 1);x,) = X} q'x() + r'u()). (3.14)
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34. Kendali Prediktif Dua Tujuan

Pada bagian ini diberikan kendali prediktif dengan dua tujuan. Dalam
rangka, menggabungkan fungsi tujuan dari dua model sistem yang berbeda
digunakan metode Adaptive Weighted Sum (AWS). Dalam hal ini, fungsi-fungsi
tujuan yang digabungkan adalah fungsi tujuan (3.6) dan (3.8). Bobot relatif
w € [0,1] diperlukan untuk kepentingan fungsi tujuan ekonomik pada pengelola
rantai pasokan. Semakin w mendekati 1, pengendali mengutamakan optimalnya
fungsi tujuan ekonomik dibandingkan dengan optimalnya fungsi tujuan pelacak.
Sebaliknya apabila @ mendekati 0, maka pengendali mengutamakan optimalnya

fungsi tujuan pelacak daripada fungsi tujuan ckonomik.

Formulasi stage cost dari sistem kendali prediktif dua tujuan dituliskan

dalam bentuk di bawah ini

exu) == 500w + 20 (%0 2,), (3.15)
SE st
dengan z, sebagai suatu keadaan setimbang dari sistem. Pada kasus

inventori, z, dapat berupa banyaknya persediaan aman(safety stock) yang ideal
bagi pengelola sistem. Parameter s;,s; adalah parameter skala. Nilai keduanya
diperoleh dengan menghitung selisih antara titik nadir dan titik utopia dari kedua

fungsi yang digabungkan, yaitu
Jurerta =1V = (£5(zg), £r(2r; 2)), (3.16)

JNeAr = N = (pp(2p), 01 (255 2,)). (3.17)
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dengan

zp = (X, up) = argminyj ) £ (x(), u()); z,), (3.18)
zg = (xg,ug) = arg minyj) () e (x(D, u())). (3.19)
Sehingga di peroleh
(sg,s7)

==Y

= (BE(ZT)! fr(zgizt)) - (35(25)1 {?T(ZT;Zt))- (3.20)

Kemudian, masalah keadaan setimbang dapat ditulis dalam bentuk .

min,, S%_ (g"x+r"u)

+1_—w((x—xt)TQ(x—xt) + (u —u)"R(u —ut)) (321)

st
dengan kendala
x = Ax + Bu + B,d,
xeX,
uel.

Selnjutnya, dari masalah keadaan setimbang di atas, dapat diperoleh
keadaan setimbang optimal yang dapat merepresentasikan kebijakan subjektif

pengelola sistem. Sistem kendali prediktif dua tujuan (bi-objective) berikut
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dirancang dengan kendala akhir untuk menjamin kestabilan sistem. Secara

matematis, kendali dua tujuan berbasis optimasi ini dinyatakan sebagai.
miny o) uc1),...uv—1) Vo (@(0), w(1), ..., u(N — 1); x0) (322)

dengan kendala

x(0) = x,,

x(j + 1) = Ax(j) + Bu(j) + B,d,

x(j) € X,

u(j) e U,

x(N) = x,,

j€e{0,1,..,N—1},

dengan fungsi tujuan Vy(u(0),u(1),..,u(N —1);x,) didefinisikan
sebagai jumlah dari stage cost gabungan:

Vy u(0), ..., u(N —1);x,) =

1o o s (20D, u()) + S (x (), u(); 20) (323)

5

3.5. Simulasi Numerik Pendisaianan Bi-objective MPC

Pada bagian ini diberikan simulasi model untuk memaparkan kinerja kendali
dua tujuan (bi-objective) pada sistem rantai pasokan. Gambar 3.1 menunjukkan

sistem rantai pasokan tiga titik yang akan digunakan dalam simulasi numerik.

/ \ S, (k)

Pengecer 1

Produsen 0,(k) Titik 1

Titik 3
S2(k) Pengecer 2 K (k)
ol

P(k)




Pada simulasi numerik ini, diasumsikan bahwa tidak ada jeda waktu pada
proses produksi maupun pengiriman. Pengecer n menanggapi permintaan produk
d,, dengan mengirimkan K,, unit ke konsumen dan memesan O,, unit ke produsen.
Keputusan ini ditentukan berdasarkan “keadaan™ pengecer: banyaknya inventori
pengecer, lv, dan lv,, dan banyaknya backorder, BO; dan BO,. Model

dinamikakeadaan pengecer adalah

v, (k +1) = Iv, (k) + S, (k) — K, (k) (3.28)
BO, (k + 1) = BO, (k) — K, (k) +d, (3.29)
v, (k + 1) = v, (k) + S, (k) — K, (k) (3.30)
BO,(k + 1) = BO, (k) — K,(k) + d, (3.31)

dengan §,, sebagai pengiriman yang dilakukan oleh produsen ke pengecer n.

Sama seperti pengecer, produsen menanggapi pesanan pengecer, 0; dan 0,
dengan melakukan pengiriman 5,,S, dan produksi P. Model dinamik keadaan

produsen dapat ditulis dalam bentuk

sk + 1) = vy (k) + P(k) — S, (k) — S, (k) (332)

BO,(k + 1) = B0, (k) + 0,(k) + 0,(k) — S, (k) — S, (k) (3.33)
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Kemudian, tulis variabel keadaan pada rantai pasokan sebagai x =
[lv; BO; Iv, BO, Iv; BO,]|" dan masukan sebagai
u=|[K, 0, K, 0, S, S, P]", model ruang keadaan untuk rantai pasokan

dengan tiga titik dapat dituliskan sebagai:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) +B,d , (3.34)
-1 0 0 0 1 0 0
-1 0 0 0 O 0 0
. |0 0 -1 0 0 1 0
dengan A = [, B = 0 0 -1 0 0 o ol
o 0 0 0 -1 -1 1
o 1 0 1 -1 -1 0
00
1 0
|10 0 . dl]
Ba=1g 1|47 [dz
00
0 0

Pada simulasi numerik ini, A = [;adalah matriks identitas berukuran 6 x 6.
Misalkan permintaan konsumen adalah d; = 25 dan d, = 15. Parameter yang
digunakan adalah x, = (30,0,30,0,50,0), u, = (25,20,15,20, 25,15, 40),
Q =diag(1,1,1,1,1,1), R = diag(10,10, 10,10,10,10,10). Keadaan dan
masukan sistem dibatasi pada 0 < x(k) <100,0 <u(k) <100 . Biaya
ekonomik yang dipakai adalah q = (20,2,20, 2,10,1) dan

r=1(10,01,10,0.1,10,10,100). Sistemdijalankan untuk N = 10

w=01

Retailer 1
Retailer 2
Manufacturer
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Gambar 3.2. Perbandingan respon terhadap waktu dari kendali
dua tujuan (bi-objektif) dan kendali prediktif(MPC) untuk nilai w
yang berbeda.

Pada Gambar 3.2, digambarkan respon lup-tertutup untuk tiga nilai w.
Kndali diperoleh dengan rumusan kendala akhir (3.22). Disamping itu,
digambarkan pula respon untuk sistem kndali prediktif ke keadaan setimbang
yang sama (£, (x,u; z)).

Pada Tabel 3.1 terlihat bahwa perbandingan biaya ekonomik yang

dihasilkan dari tiga sistem kendali, yaitu sistem kendali prediktif dengan dua

tujuan (Bi-objective MPC), sistem kendali prediktif ekonomik(EMPC), dan sistem

kendali prediktif (MPC).

Tabel 3.1 Perbandingan biaya ekonomik dari tiga kendali.

Bi-objective MPC MPC EMPC
w | (x10% (x 10%) (x 10%)
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6.3768 6.4077 Tidak fisibel
0,1
5.1459 5.4140 Tidak fisibel
0.5
4.6968 4.7928 4.6968
1

Diantara ketiga sistem kendali tersebut, mengindikasikan bahwa Bi-objective

MPC paling ekonomis dibandingkan sistem kendali MPC dan EMPC.
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BAB 4. MODEL DINAMIK HIBRID DAN KENDALINYA

Salah satu sistem dinamik hybrid untuk analisis dan/atau teknik desain kendali yang sedang

berkembang adalah Mixed and Logical Dinamycal Systems atau Sistem Dinamik Logika dan Campuran.

Oleh karena itu pada bab ini terlebih dahulu dipaparkan sistem dinamik logika campuran. Selanjutnya

diberikan kendali prediktif untuk MLD, model dinamik berbasis optimasi dan kendalinya serta simulasi

mode] hibrid dan model dengan parameter random di industri manufaktur.

4.1 Sistem Dinamik Logika Campuran

Sistem dinamik logika campuran (Mixed Logical Dynamical System) merupakan salah satu cara

untuk mendeskripsikan bagian penting dari sistem hibrid yang didefinisikan dengan persamaan dinamik

linier dengan kendala pertidaksamaan linier bilangan bulat campuran (Linear Mixed Integer Inequalities),

yang mana, pertidaksamaan tersebut terdiri dari variabel biner dan juga logika. Adapun bentuk umum model

Mixed Logical Dynamical adalah

x(k + 1) = Ax(k) + Byu(k) + B,8(k) + Byz(k).
y(k) = Cx(k) + Diu(k) + D8 (k) + D3z(k),

E,8(k) + Ezz(k) < Eyu(k) + Eyx(k) + Es,
dengan

x adalah variabel keadaan dan biner
Xe n n

x = [x;]’xc e X € R",x; € {0,1}

y adalah variabel keluaran dan biner

y =[],y €Y< Ree,y € (0,137

u adalah variabel masukan dan biner

w= [:;:],uc €U C R™,y, € {0,1}™

Varibel bantu biner : § € {0,1}"

Variabel bantu : z € R’
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Diperhatikan bahwa dengan mereduksi persamaan (4.1 c) dan dengan menentukan & dan z menjadi nol,
persamaan (4.1a) dan (4.1b) menyusut menjadi sistem persamaan keadaan linier diskrit tidak berkendala.
Variabel § dan z didapatkan dengan mendeskripsikan preposisi logika kedalam pertidaksamaan linier.

Semua kendala dibentuk kedalam pertidaksamaan (4.1c).

Tabel 4.1 Tabel kebenaran

X, X, | X,AX, | X,vX, | ~X, |X,>X,|X, ©X, | X,xorX,
T T T ] F ] T F
] F F ] F F F ]
F ] F ] ] T F ]
E F F F ] ] T F

1) Preliminaries : pertama, akan dibutuhkan beberapa hal untuk melakukan transformasi pernyataan
logika dalam variabel kontinu kedalam pertidaksamaan bilangan bulat campuran.
Diperhatikan bahwa pernyataan logika yang akan direpresentasikan menggunakan notasi
X;, seperti X;:"x< 0", atau X;: "temperatur adalah dingin". Maka X; dinamakan literal, dan mempunyai
nilai kebenaran antara T (benar) atau F (salah). Digunakan notasi yang menyertai koneksi boolean : A (dan),
V (atau), ~ (negasi), = (implikasi), & (biimplikasi), xor (exclusive or). Koneksi tersebut didefinisikan

dalam tabel kebenaran dalam Tabel 4.1, serta memberikan beberapa karakteristik seperti :

X, = X, adalah bernilai sama sebagai ~ X; V X, (4.5a)
X, = X, adalah bernilai sama sebagai ~ X, =~ X, (4.5b)
X, © X, adalah bernilai sama sebagai (X; = X,) A (X; = X,) (4.5¢)

Persamaan (4.5) dapat diasosiasikan dengan literal X;, sebuah variabel logika §; € {0,1} yang mempunyai
nilai 1 jika X; =T, atau O jika X; = F. Sebuah preposisi masalah logika, dengan pernyataan X harus
dibuktikan menjadi benar diberikan dalam sebuah pernyataan himpunan (kompak) mengikuti literal

X1, .., X, dapat diselesaikan dengan makna dari program linier bilangan bulat, dengan mencocokan
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pernyataan kompak asli menjadi pertidaksamaan menyangkut variabel logika &, ..., §,,. Sehingga, preposisi

yang mengikuti dan kendala linier dapat dengan mudah dilihat sebagai ekuivalen.

X, A X; ekuivalen dengan 6, =6, =1 (4.6a)
X; V X, ekuivalen dengan §; + 6, = 1 (4.6b)
~ X, ekuivalen dengan 6; = 0 (4.6¢)
X, = X, ekuivalen dengané;, — 6, <0 (4.6d)
X; © X, ckuivalen dengan §; — 6, =0 (4.6¢e)
X,xorX, ekuivalen dengan §; + &, = 1 (4.61)

Dapat digunakan kesimpulan perhitungan teknik untuk bagian model logika dari proses (saklar on/off,
mekanika diskrit, kombinasi dan barisan jaringan), dan ilmu heuristik mengenai operasi industri sebagai
pertidaksamaan bilangan bulat linier. Dalam hal ini, dapat dibentuk model dari sistem hybrid. Sedemikian
sehingga dapat terlihat selanjutnya sebagai pertidaksamaan bilangan bulat campuran, yaitu pertidaksamaan

linier yang melibatkan bersamaan variabel kontinu x € R™ dan variabel logika § € {0,1}"s.

Berdasarkan pernyataan X % [f(x) < 0], dengan f: R"™ — R. Diasumsikan bahwa x € X, dengan X adalah

himpunan berhingga dan didefinisikan
M = max,ey f(x), m = min,ey f(x) 4.7)

Secara teori, dibawah estimasi dari M (m) untuk tujuan perhitungan. Walaupun demikian estimasi yang
lebih realistik menghasilkan keuntungan perhitungan (Pudjiastuti , 2006). Schingga dengan mudah

didapatkan verifikasi dari

[f(x) <0] A[§ = 1] bernilai benar jika hanya jika f(x) — 6 < —1+m(1 —4§) (4.8a)
[f(x) < 0] v[& = 1] bernilai benar jika hanya jika f(x) < Mé (4.8b)
~ [f(x) < 0] bernilai benar jika hanya jika f(x) = &, (4.8¢)

Dengan &, adalah toleransi yang kecil (tipe presisi mesin), berdasarkan kendala yang didapatkan dari

kerusakan. Dengan persamaan (4.5a) dan (4.5b), didapatkan juga
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[f(x) < 0] = [§ = 1] bernilai benar jika hanya jika f(x) = &+ (m —€)é (4.9)

[f(x) < 0] & [§ = 1] bernilai benar jika hanya jika { fx) = M(1-0) (4.10)

fxX)=e+(m—e)d

Sehingga didapatkan hasil prosedur untuk transformasi hasil dari variabel logika, dan dari variabel logika
kontinu, dalam bentuk pertidaksamaan dengan menambahkan beberapa variabel bantu. Hasil dari bentuk
83 = 6,8,. Maka, [83 = 1] & [6, = 1] A [§; = 1], dan terdapat
&3 = 6,8, ekuivalen dengan{ —8; +6; <0

6,+6,—-06;=<1

Selanjutnya, bentuk &f(x), dengan f:R™ - R dan & € {0,1}, dapat diganti dengan variabel riil bantu
y = 6f (x) yang menjelaskan

[6=0]=[y=0, [6=1]=[y=f(x)]

Sedemikian sehingga, dengan mendefinisikan M dan m dalam persamaan (4.7),y = 8f(x) ekuivalen

dengan

y < M§ (4.11a)
y =mé (4.11b)
y < f(x)—m(1—-96) (4.11c)
y=flx)-M(1-96) (4.11d)

2) Sistem MLD : hasil dari langkah sebelumnya akan dapat digunakan untuk deskripsi relasi untuk evolusi
dari sistem dengan aturan fisik, aturan logika, dan operasi kendala yang interdependen. Berikut
diberikan contoh sebelum diberikan definisi umum.

Contoh 4.1

Diberikan sistem dengan persamaan sebagai berikut.

0.8x(k) +u(k) jikax(k) =0

—0.8x(k) + u(k) jikax(k) <0 (4.12)

x(k+1)={

Diberikan x(k) € [—-10,10], dan u(k) € [—1,1]. Kondisi x(k) = 0 dapat diasosiasikan dengan variabel
biner §(k) sedemikian sehingga didapatkan
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[6(k)=1]<x(k) —m

Selanjutnya menggunakan transformasi dari persamaan (4.10), persamaan tersebut dapat diekspresikan

kedalam pertidaksamaan
-mé(k) <x(k)—m
—-M+e)df<—x—c¢

dengan M = —m = 10, dan ¢ adalah bilangan skalar positif terkecil. Maka persamaan (4.12) dapat

dituliskan kembali sebagai
x(k+1)=166)xk) —08x(k) + ulk)

Didefinisikan sebuah variabel baru z(k) = §(k)x(k), dengan persamaan (4.11) dapat diekspresikan sebagai

z(k) < M(6) (3a)
z(k) = m8(k) (4.13b)
z(k) < x(k) = m(1 - 8(k)) (4.13¢)
z(k) = x(k) — M(1 — §(k)) (4.13d)

Perubahan dari sistem (4.12) diberikan dalam persamaan keadaan terbaru yaitu
x(k +1) = 1.6z(k) — 0.8x(k) + u(k)
Kendala adalah persamaan (4.13) m

Contoh 4.1 dapat secara umum dideskripsikan dengan relasi linier menjadi persamaan (4.1), sistem yang

terbentuk dinamakan sistem Mixed Logical Dynamical.

Formalisasi Mixed Logical Dynamical memungkinkan spesifikasi perubahan dari variabel kontinu
(berdasarkan persamaan linier dinamik), perubahan dari variabel diskrit (berdasarkan proposisi pernyataan
logika dan automata), dan juga interaksi antara keduanya. Seperti dijelaskan sebelumnya ide dasar dari
pendekatan terdiri dari perancangan bagian logika dalam persamaan keadaan dengan transformasi variabel
boolean ke dalam bilangan bulat 0-1, dan dengan menjelaskan relasi sebagai pertidaksamaan bilangan bulat

campuran. Sistem Mixed Logical Dynamical tersebut dapat dimodelkan dari kelas sistem, seperti sistem
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Piecewise Affine, sistem hibrid linier, keadaan mesin berhingga, sistem bi-linier dengan masukan diskrit dan

sebagainya.

4.2 Kendali Prediktif untuk MLD

Dalam teori kontrol, terdapat model matematika yang dikenal sebagai sistem dinamika hibrid dimana
nilai variabel keadaan bergantung pada lokasi saat ini yaitu yang disebut sebagai model piecewise-affine
(PWA). Model PWA dapat dikonversi ke dalam mixed logical dynamical system (MLD) dengan menuliskan
model PWA dalam hybrid systems description language (HYSDEL) dan model yang ekuivalen dengan
model MLD dapat dibangkitkan dengan and mld function pada hybrid toolbox untuk MATLAB. Untuk
sistem persediaan dengan biaya penarikan secara parsial dimana biaya penahanan atau penyimpanan
berbeda untuk beberapa interval tingkat saham, kebudian diformulasikan model matematika hibrid dengan
model piecewise-affine (PWA) dan mengendalikan tingkat saham untuk melacak tingkat yang diinginkan
dengan menggunakan model kontrol prediktif untuk sistem hibrida. Kontrol prediktif adalah metode kontrol
optimal yang dapat digunakan untuk memecahkan masalah pengendalian lintasan pelacakan. MPC dasar
untuk sistem non hibrida dan MPC untuk sistem hibrida. Metode kontrol optimal ini memecahkan masalah
yaitu menentukan input optimal dengan menentukan fungsi objektif dan mengoptimalkan biaya yang sesuai

dengan menggunakan beberapa metode optimasi.

Perhatikan kembali model MLD dalam bentuk

(ke +1) = Ax(k) + Bu(k) + B,5(k)+ B,z(k) (4.14)
y(k) = Cxtk)+ Dyu(k) + D,8(k) + D,z(k) (4.15)
E8(k)+ Ez(k) £ Eu(k)+ Egx(k) + E; (4.16)

di mana nilai-nilai untuk matriks A, B, Bs, B3, C, Dy, D>, D3, E,, E>, E;, E;dan Es tersedia dalam Appendix

2. Misalkan H, merupakan panjang prediksi horizon untuk merancang controller dengan menggunakan
model predictive control untuk sistem hibrid, fungsi objektif untuk masalah kontrol optimal ini didefinisikan
sebagai perolehan tingkat persediaan aktual dari tingkat stok yang diinginkan dengan matriks bobot Qy dan

biaya input dengan matriks bobot Qu dan masalah kontrol optimal ini didefinisikan sebagai berikut

o1

H' > 2
Jmin I (00,2l ) = E[ It +cof, | (4.17)
w0 k=0 ' “

terhadap :
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x(k +1)= Ax(k) + Bu(k) + B,5(k) + B,z(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k)+ D,5(k) + D.z(k)
x(k) - Eu(k)+ E,5(k) + E,z(k) < E,

o Sulk)<u_

X Sx(k) < x,,

min = y(k)symnx

dengan k=0.1,...H, -1, selanjutnya simbol v_;, dan v . berarti batas atas dan batas bawah untuk v dan

min

lambang ||, berarti v'Qv.
4.3 Simulasi Model Hibrid di Industri Manufaktur
Model 1.

Model matematika hibrid dari suatu sistem persediaan dengan biaya penyimpanan yang kontinu sepotong-
sepotong dibentuk oleh variabel keadaan. Model ini dipicu oleh perbedaan biaya penahanan untuk masing-
masing dua atau lebih interval tingkat persediaaan atau stok. Pertimbangkan sebuah sistem persediaan
dimana dinamika tingkat stok bergantung pada pengiriman dan permintaan yang tiba. Misalkan £
menunjukkan waktu peninjauan ulang waktu atau waktu pada sistem inventori ini, y(k)>0 menunjukkan
tingkat persediaan / persediaan pada periode waktu k dan d(k) menunjukkan permintaan untuk periode
waktu k. Dengan asumsi tingkat persediaan awalnya kosong, misal k<0 untuk tingkat persediaan y(k)=0.
Misalkan u(k) adalah jumlah pengiriman produk yang tiba yang sampai pada periode review k dan n,
penundaan waktu tunggu, maka dinamika y untuk sebarang k =0, yaitu dinamika tingkat saham untuk

beberapa interval tingkat saham dapat dinyatakan sebagai

y(k):u(0)+u(l)+...+u(k—np—l)
—d(0)—d(l)—...—d(k-1) (4.18)
k—np—l k-1
= > ulp-d()).
j=0 j=0

Misalkan  y(k) =x;(k) dan x;(k) :qja(k—np +i) untuk i= 2,3,...,:1!,j +1 dimana qj,j:l,Z,...,m
melambangkan biaya penyimpanan untuk stock level interval $ =0< y(k)< 3 dan y; ; <y(k) < y; untuk
j=2.3,...m, maka dinamika (4.18) untuk stock level interval jfj,l <y(k]£jfj dapat diekspresikan

sebagai
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X (k +1) = x) (k) +xp(k) — g jd (k)
(4.19)

x3(k+1) = x4(k)

I(”_l) (k + l) = x” (k)
n (k+1)=q u(k).
,
(k)] dan sistem (4.19) dapat diekspresikan sebagai

dengan n=n,+1. Misalkan x(k) =[x (k),x; (k)
[50]
invariant discrete time state space sebagai berikut
(4.20)

x(k +1)= Ax(k)+ B ju(k)+ Dd (k)

110 .0 0 -4,

Oo01 -0 0 0
dengan A=|0 0 O - :|,B;=. |, D=| 0

000 - 0 4 o |

Kemudian model matematis hibrid dari sistem persediaan ini dengan biaya penyimpanan sepotong-potong

dapat ditulis sebagai model PWA berikut
Ax(k)+Buk)+Dd (k) if 0=73,<y(k)<y,
Ax(k)+ Byu(k)+Dd(k) if y k)y<y
xk+1)= (k) +Byu(k) +Dd(k) 1 »<ylk)<y, 421
a

Ax(k)+Bma(k)+Dd(k) it 3, ,<yk)<y, =79, ..

| 22

—x(k), if y, <y(k) <y,

4

(4.22)

L), it 5, <y <5,

4q;

y(k) =

I

1 -
_‘x(k) if ym—] <}'(k) Von

H

(4.22) akan dikontrol sedemikian rupa sehingga keadaan keluaran sistem

Model matematika hibrid (4.21)
ini berupa tingkat persediaan y(k) mengikuti tingkat stok yang diinginkan y, sedekat mungkin
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Simulasi untuk Model 1.

Misalkan kita memiliki sistem persediaan dengan biaya penarikan tunai di mana biaya penyimpanan per unit

untuk 100 unit pertama adalah $ 20 dan $ 10 untuk 100 unit kedua. Misalkan lagi, waktu tunda n,=2

maka n = 3 dan dinamika vektor x adalah sebagai berikut

X (k+1) = 3 (k) + x (k) — g d (k)

x3(k +1) = g ju(k)

atau

{x(l@l) = Ax(k)+ B ju(k)+ Dd (k)

y(k)=Cx(k)
110 0 -4

denganA=0 0 1|,B;=| 0 |.D=| 0 .C=[1 0 0]
00 0 9; 0

Karena ¢ =$20untuk 0= 3, < wk)<$ =100 dan ¢, =%$10 untuk 101=y, < y(k) <, =200, maka
matriks Bjuntuk (4.20) adalah
0 0
0
B =| . |and By =
20 10
Oleh karena itu, model matematis hibrida dari sistem persediaan ini dapat ditulis sebagai model PWA

berikut

x(k+1) = (4.23)

Ax(k)+Bu(k)+ Dd(k) if 0< y(k) <100
Ax(k)+Byu(k)+ Dd (k) if 100 < y(k) <200

L xthy, it 0< y(k) <100
y(k) = 10 (4.24)
(k). i 100 < () £200
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Konversi model PWA (4.23)-(4.24) dalam model MLD yang ekuivalen dikerjakan dengan mid in hybrid
control toolbox untuk MATLAB. Matriks yang menghubungkan untuk model MLD di atas disajiikan dalam
tabel berikut.

Matriks untuk MLD (4.14)-(4.16)

Matriks | A B, |B, |B; C D, | D; | D;
Nilai © 0 0 o (0] [0/ (1 o 0o ol o ofo o [[o0
00 0 0] 0 0 o1 0 o 0
00 0 0] 0 0 00 1 0
0 0 0 0 0 0
0] 0] 0] 1]
Matriks | E; E; E; E; Es
Nllai 0] 1.0e+03*| [0 0 0 0 [0 0 0 -| [1.0e+03*
3 o 0 o o |10000
0 | [-0.1000 10 0 0 1_0003 0 o1 01000
g 01000 L0 0 01 10000 -1.0000 0 0 0
0| 7.9500 ‘10 0 0| 10000 10000 0 o | 80500
0 | 8.0500 10 0 0| 0000 -1.0000 0 0 | 79500
0 | -8.0500 0 -1 0 0| 10000 10000 0 o | 00500
0 | -7.9500 01 0 0 0 0 -10000 o | -00500
0 | 4.0000 0 -1 0 0 0o 0 10000 0| #0000
0 | 4.0000 01 0 0 0 0 -10000 ©o| 40000
20| -4.0000 0 0 -1 0 0 0 1.0000 0
20 | -4.0000 0 0 1 0|0 0
-10 | 2.0000 0 0 -1 0 0 0 0 20000
10| 1.0000 001 0° 1.0000
0 0 0
0 | -1.0000 0 0 0 -1 0
0 | -2.0000 0 0 0 1 0 0 0 0
0 | 0.2000 o o o0 -1/0 0.2000
0] 0.4000 0 0 0 1] 0 0 01 0.4000
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20.4000 0 0
-0.2000] 00500 0 0 0]
0
0.0500 0 0
0
01000 0 0
0
0.1000 0 0
0]

Model MLD ini akan dikontrol atau dikendalikan dengan menentukan input optimalnya sehingga output

atau luaran dari sistem ini yaitu tingkat persediaan y(k) mengikuti tingkat stok y, yang diinginkan sedekat

mungkin. Nilai tingkat stok yang diinginkan dapat ditemukan pada hasil simulasi. Permjaan simulasi ini

diasumsikan konstan yaitu d(k)=5 untuk semua £ >0. Nilai parameter untuk simulasi ini diberikan oleh

Tabel 4.2.

Tabel 4.2 Nilai Parameter

Parameter | ¢ ,® H, | tpin | Uy | Ymin | Ymax

Value % 1070 100 [0 200

*Identity matrix with appropriate dimension

Kami mensimulasikan sistem ini dengan 80 periode review. Hasil simulasi ditunjukkan oleh Gambar 4.1-
4.3. Masukan optimal u *ditunjukkan oleh Gambar 4.1. Tingkat stok aktual y(k) dan tingkat stok yang
diinginkan ys(k)ditunjukkan oleh Gambar 4.2. Nilai untuk variabel biner artifisial &* ditunjukkan oleh

Gambar 4.3.
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input: u(k)

time period (k)
Gambar 4.1. Kontrol Optimal u(k)
Gambar 4.1 menunjukkan bahwa masukan optimal atau kontrol « yaitu jumlah pengiriman produk yang tiba
untuk setiap periode waktu atau peninjauan k yang dihasilkan oleh pengoptimalan (4.17). Dari gambar ini,
dapat dilihat bahwa dari periode waktu 0 sampai 20, kiriman cukup kecil yaitu sekitar 5 item, namun pada
periode waktu 22 pengiriman produk adalah 100 item karena kenaikan tingkat persediaan yang diinginkan
cukup besar. yaitu dari 95 item menjadi 110 item dan juga harus memenuhi permintaan pada periode saat
ini. Setelah periode 25 dan seterusnya pengiriman produk relatif konstan karena permintaannya konstan.
Masukan optimal yang ditunjukkan oleh Gambar 4.1 diterapkan pada sistem untuk menghasilkan output

yaitu tingkat persediaan aktual y (k) yang ditunjukkan oleh Gambar 4.2.
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Gambar 4.2. Luaran actual stock level y(k) dan desired stock level y,

Gambar 4.2 menunjukkan output dari sistem persediaan ini yaitu tingkat persediaan (aktual) dan tingkat stok
yang diinginkan yang diputuskan oleh pengambil keputusan. Dari angka ini, dapat dilihat pada periode
waktu O sampai 5, tingkat persediaan berfluktuasi karena tingkat stok awal adalah 120 item, permintaan
adalah 5 item dan tingkat persediaan yang diinginkan adalah 95 item, sehingga pengendali harus
menghitung nilai input yaitu pengiriman produk untuk jangka waktu saat ini sehingga saham memenuhi
permintaan dan mengikuti tingkat saham yang diinginkan bersamaan dengan biaya holding minimum. Hal
ini juga dapat dilihat bahwa pada setiap periode waktu 5 sampai 80, tingkat persediaan cukup dekat dengan

tingkat persediaan yang diinginkan.
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Gambar 4.3. Dynamika mode

Gambar 4.3 menunjukkan informasi tambahan yaitu nilai mode untuk sistem persediaan ini. Mode O berarti
tingkat persediaan y terletak pada interval dan mode 1 berarti tingkat persediaan y terletak pada interval.
Nilai mode ini untuk setiap periode waktu mengikuti model PWA (4.24) di mana bagian pertama dari

persamaan (4.24) berhubungan dengan mode-0 dan bagian kedua terkait dengan mode-1.

Model 2.

Misalkan u (k) jumlah pengiriman barang tiba dari pemasok s yang tiba pada waktu / periode review k

dan np lead time delay, maka dinamika tingkat stok produk untuk setiap dapat dinyatakan sebagai berikut

(k) =1;00) + 15 (0) +---+ug (0)
+u1(1)+LéU+-- +ug(l)

+---+u1(k—np—1)+u2(k—np—1) (4.25)
oottt (k=n, =) =d(©) —d() =+ —d(k-1)
k-np=1 g k-1
= > Yu(H- . d0j).
j=0 s=l =0

dimana S menunjukkan jumlah pemasok dan (k) menunjukkan permintaan produk pada periode review k.

Kami mengembangkan model untuk sistem persediaan dengan biaya penarikan piecewise (atau biaya
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pemotongan dengan mempertimbangkan diskon). Misalkan g;,j=1,2,..,m menunjukkan holding cost

dimana

q1, if Y =0<y(k)<y
gy, if F<yk)<P,

holding cost =

D s if Ym—-1 <Y (k) =t Y-

a
Misalkan x (k)= y(k), x!-(k):qju(k—np+i) untuk i = 2,3,...,np +1

dan

o

2k +1) = x,(k) + 3y (k) — (k)
Bk +1) =x; k)

x3(k+1) =xy (k)

.x(“_l)(k +l) :x“(k)
X, (k+1) :qju(k).

(4.26)

dimana n =n, +1, x(k) :[xl(}'c),x,2 (k),...,xn(k)I, maka dynamic of stock level dari suatu produk dapat

disajikan sebagai model PWA seb

agai berikut

Ax(k)+ Bu(k)+ Dd(k) it 3, <y(k)< 3,
x(k+1) _ Ax(k)"‘Bz&(k)-l-Dld(k) if ¥ <y(k)£y1
|

Ax(k)+ B, u(k)+D,d(k) if ¥, , <y(k)<3y,

y(k) =

it [ o

!
—x(k), if y, <y(k)<y,
1
1 e R
—x(k), if Via < y(k) < V;
9q;

1 . -
_x(k)'! lf ym—] <y(k) gym

I
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1 10 0 —q;
0 01 0 0
dengan A=|0 0 O = ,dan D=| 0
00 0 4 0

Model PWA dapat dikendalikan dengan prediktif kontrol untuk sistem hibrid dengan menkonversikan ke
dalam model MLD yang ekuivalen, selanjutnya penentuankontrol menggunakan mixed-integer quadratic

programmin .

Simulasi untuk Model 2. Misalkan terdapat 4 suplier yaitu s, s2, s3and s4 untuk mensuplai suatu produk
dengan purchasing cost per unit for review period 1,2,3, ..., SOé\ng diberikan dalam Tabel 4.3 Kapasitas
maksimum dari masing-masing suplier untuk mensuplai produk diberikan dalam Tabel 4 4.

Tabel 4.3 Biaya Pembelian Per Unit ($)

periode waktu(k) | s; | %2 | %3 | %

1,2,...,20 9 |95 10]105

21,22,23,....40 119 8 '8

41,42,43,...,60 10 | 11 1278

61,62,63,...,80 9 |12 | 1110

Tabel 4 4 Kapasitas Pemasok (unit)

periodo kapasitas Pemasok

waktu (k) s; | 82 83 Sq

1,2,3, ...,
80

150 200 250 | 300

Misalkan biaya penyimpanan per unit adalah $ 25 jika volume produk adalah O sampai 100 unit dan akan
menjadi $ 20 jika volume produk lebih dari 100 unit, di sini ¢; =$25 dan ¢, =$20maka kapasitas

peﬁimpanan maksimum adalah 300 unit dan delay lead time. . Kami memecahkan masalah ini di Windows

8 dengan prosesor AMD A6 2.7 GHz dan memori 4 GB dengan menggunakan perangkat lunak MATLAB
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R2013a dengan toolbox sistem hibrida. Dengan menulis model PWA (4.27)-(4.28) di HYSDEL dan
menggunakan fungsi mld pada toolbox sistem hibrida, kami mengubah model PWA (4.27)-(4.28) menjadi

model MLD setara dengan menambahkan variabel keadaan tambahan & danz .

Code in HYSDEL untuk model PWA (4.27)-(4.28)
STEM pwa_hybrid_inventory {
INTERFACE { STATE { REAL x1 [0,4000];
REAL x2 [04000]; REAL x3 [0,4000];
REAL yl1 [0,200]; }
INPUT { REAL ul [0,150]; REAL u2 [0,200];
REAL u3 [0,250];REAL u4 [0,300]; }
OUTPUT{ REAL y; }
PARAMETER { REAL y_hat_1,d,ql,q2; }}
IMPLEMENTATION { AUX { REAL z1,72,z3,z4; BOOL dl; }
AD {dl=yl>=y_hat_I;}
DA {zl ={IFdl THEN x1 +x2 - q2*d
ELSE x1+4x2-ql*d };
z2 ={IF dl THEN x3 ELSE x3 };
a z3 ={IFd1 THEN
q2*ul+q2*u2+q2*ud+q2*u4 ELSE ql*ul+ql*u2+ql*ud+ql*ud };
z4 ={IFd1 THEN x1/q2ELSE
xl/ql }; }
’ CONTINUOUS{?: zl:x2=122;
x3=z3;yl=z4; }
OUTPUT {y=yl: } }}

Note. Matriks untuk sistem (4.14)-(4.16)

A= zeros(4,4), B =zeros(4,4), B, = zeros(4,1), B, = eyes(4,4),C=[0 0 0 1], D, =zeros(1.4), D, =0,

D, = zeros(1.4),
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o o o o [ —100 ] ¢ 0 0 o0 I o o o -1] M 100
¢ ¢ o o 100 0 0 0 0 o o0 o0 1 0
0 0 0 0 8100 -1 0 o 0 1 -1 0 o 8500
0 0 0 0 7900 1 o0 o 0 1 1 0 o0 7500
o o ¢ O —7900 -1 0 ¢ 0 1 -1 0 o 500
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Permintaan simulasi ini diasumsikan konstan yaitu d(k)=20 untuk semua £>0. Asumsikan bahwa
7
tingkat persediaan produk awal adalah 70 unit dan parameter lainnya diberikan oleh Tabel 4.5 dan Tabel

4.6.

Tabel 4.5 Nilai Parameter
Parameter k Q_\. Hp Hmin Hpax Ymin Ymax

150
200
250
300

Value |any| I 10 300

=T = = =]
=

Tabel 4.6 Pembobotan Matriks Input
' Time period (k) 0.
1,2,...,20 diag(9,95,10,10.5)
21,22,...,40 diag(11.9.8.8)
41,42,...,60 diag(10,11,12,8)
61,62,...,80 diag(9,12,11,10)

Dengan memecahkan (4.17) menggunakan pemrograman kuadrat-integer campuran (mixed-integer

quadratic programming), kita memiliki hasil simulasi yang ditunjukkan oleh Gambar 4.4-4.6. Masukan atau
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kontrol optimal ditunjukkan oleh Gambar 4 4. Tingkat stok aktual y(k) dan tingkat stok yang diinginkan
va(k) ditunjukkan oleh Gambar 4.5.

20

154

input: u(k)
—
o
L]

r r r r

1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
time period (k)

0 r !

Gambar 4.4. Input Optimal atau Kontrol Optimal u(k)

Gambar 4.4 menunjukkan masukan optimal # yaitu jumlah pengiriman produk yang tiba untuk setiap
periode waktu peninjauan k. Dari gambar ini, dapat dilgt bahwa semua pemasok dipilih untuk memasok
produk dengan volume yang berbeda. Masukan optimal yang ditunju]ﬁn oleh Gambar 4 4 diterapkan pada

sistem untuk menghasilkan output yaitu tingkat persediaan aktual y(k) yang ditunjukkan oleh Gambar 4 5.

T T T T T T T
140 mre——— actual stock level |
desired stock level

120 e ]
B et et

100} ! |

B i o 8 e e s T

stock level: y(k)
IS @ @
=} =] =]
T T é
1
i
1
i
H
1
Il

[}
o
T
L

L r L L L r

.
0 10 20 30 40 50 60 70 80
time period (k)

Gambar 4.5. Output: tingkat stok aktual y(k) dan tingkat stok yang diinginkan yy
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Gambar 3.5 menunjukkan tingkat stok aktual dan tingkat stok yang diinginkan yang diputuskan oleh
pengambil keputusan. Pada periode waktu 1 sampai 5, tingkat persediaan produk berfluktuasi karena
penundaan waktu tunggu adalah 2 periode dan harus memenuhi permintaan pada periode 1 dan 2. Untuk
periode waktu 5 sampai 80, tingkat persediaan produk mengikuti Tingkat yang diinginkan dengan baik
meski setelah tingkat yang diinginkan berubah diperlukan 2 sampai 3 periode waktu untuk mengikuti

tingkat yang diinginkan.

44. Model Dinamik Berbasis Optimasi dan Kendalinya

Sebelum dipaparkan model dengan piecewise objective, terlebih dahulu diberikan model dasar.
Anggaplah bahwa peritel (atau produsen) memiliki rencana untuk membeli sejumlah produk dari
pemasok S untuk beberapa periode masa depan yang dapat setiap hari, minggu, bulan, dll. Peritel harus
memenuhi permintaannya terhadap produk untuk setiap waktu. periode dimana jumlah permintaan

diketahui dengan pasti. Biarkan pada periode waktu t, pengecer memiliki [, unit produk pada

penyimpanan / inventarisnya, permintaan untuk jangka waktu t dapat dipenuhi oleh produk yang dibeli
pada t atau sebelum t dan untuk memenuhi permintaan untuk periode berikutnya dapat dipenuhi oleh
produk yang dibeli pada periode yang sama atau dapat dipenuhi oleh (jika mungkin) produk dalam
persediaan dimana pengecer dikenai biaya penahanan. Peritel memutuskan untuk mengendalikan tingkat
persediaan sehingga mendekati sedekat mungkin dengan tingkat referensi dengan biaya minimal.
Misalkan

X, :Jumlah produk yang dibeli dari pemasok pada periode waktu ¢,

U, :Biaya pembelian per unit produk dari pemasok pada periode waktu 1,

H, : biaya penyimpanan per unit produk pada periode waktu ¢,
M : Kapasitas maksimal penyimpanan
D, : Satuan atau unitPermintaan produk.

Komponen biaya yang akan diminimalkan terdiri dari pembelian dan biaya penyimpanan. Karena biaya
terminal untuk tujuan pengendalian referensi inventaris didefinisikan sebagai (I, —r}]z dengan r

menunjukkan tingkat referensi pada periode waktu f. Kami merumuskan optimasi integer kuadrat berikut

untuk memecahkan masalah

T 8 T T N
mi“ZZU;,sX;,s+ZHI1;+Z(1;—'})“ (4.29)
=1 t=1

t=1s=1
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Diterapkan pada:

M

I+ X, —1,2D, VteT: (4.30)
s=1

X, =C ,VteT ,VseS, (4.31)

I, <M, VteT, (4.32)

X, 4.1, €{0,1,2,..} VteT VseS. (4.33)

Fungsi tujuan (4.29) terdiri dari biaya pembelian semua produk untuk semua periode waktu, biaya
penahanan untuk semua periode waktu dan biaya terminal untuk keperluan pengendalian referensi
inventaris. Kendala (4.30) memastikan permintaan memuaskan produk untuk setiap periode waktu, (4.31)
mendefinisikan jumlah produk yang dibeli dari pemasok tidak melebihi kapasitas pemasok,
(4.32)memastikan tingkat persediaan tidak lebih dari kapasitas maksimum dari penyimpanan, dan
akhirnya (4.33) mendefinisikan jumlah produk yang dibeli dan disimpan adalah bilangan bulat. Berikut
diberikan simulasi model dasar.

Misalkan pembuat keputusan menginginkan agar tingkat persediaan / stok harus berada pada tingkat
referensi sedekat mungkin dengan biaya minimal. Kami memecahkan masalah optimasi pada Windows 8
AMD A6 2.7GHz dan 2GB Memory dengan menggunakan software LINGO 15.0 dimana stochastic
model class adalah multi stage stochastic dan kelas modelnya adaah MIQP (mixed integer quadratic

programming). Program dinamis stokastik ini memiliki 36 skenario seperti ditunjukkan oleh Tabel 4.7

Tabel 4.7 Skenario Program Dinamis Stokastik

Skenario ‘:;; (de(i) pe:?l:l?an Permintaan(unit) Xer In::;[[())ri Peluang bi:;; a(ls)
dari 5, (S) 51 82

1 12 100 0 199 99 0.0625 4270
1 2 10 100 0 100 99

3 10 100 0 96 95

1 12 100 0 199 99 0.0625 4490
2 2 10 100 0 100 99

3 12 100 100 0 99

1 12 100 0 199 99 0.0375 4470
3 2 10 100 0 100 99

3 10 120 0 115 94
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1 12 100 0 199 99 0.0375 4700
4 2 10 100 0 100 99
3 12 120 115 0 94
1 12 100 0 199 99 0.01 5862
36 2 12 150 149 0 98
3 12 150 146 0 94
160
Z 140 / N
E 120 o~ — ——
] 100 et
5
_g 80
Z 60
o
=
g 40
o 20
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
== Demand 84 84 99 83 100 92 84 91 102 82
—&—Reference inv. 100 100 120 120 150 150 150 120 120 120
Actualinv.level 99 99 121 119 150 149 151 120 119 114
Time period (t)
Gambar 4.6 Volume produk terhadap periode waktu
Tabel 4.8 Ilustrasi solusi
Periode Biaya Permintaan Xis . Inventord
waktu () pembelian (unit) Inventori referensi
dari 52 (S) 51 52
1 12 100 0 199 99 100
2 10 100 0 100 99 100
3 12 120 115 0 94 100

5]
Dari Tabel 4.8, dapat dilihat bahwa pada setiap periode | dan 2, s2 adalah pemasok optimal dan pada

periode waktu 3, sl adalah pemasok yang optimal. Bisa juga dilihat bahwa tingkat persediaan tertutup

terhadap rujukan.
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Gambar 4.7a. Evolusi persediaan, persediaan dan inventori referensi

Untuk mengevaluasi dan mensimulasikan evolusi tingkat persediaan dengan beberapa titik acuan, kita

mensimulasikan model untuk 18 periode waktu yang ditunjukkan oleh Gambar 4.7a. Dapat dilihat bahwa

tingkat inventor / stok produk mengikuti titik acuan.

4550

4500

4450

4400

4350

Total expected cost (3)

4300
10

15 20 25 30

Demand's standard deviation

Gambar 4.7b. Pengaruh standar deviasi dari demand

Dari Gambar 4.7b, dapat dilihat bahwa jika

deviasi standar permintaan meningkat maka total biaya yang

diharapkan juga akan meningkat. Hal ini disebabkan oleh meningkatnya ketidakpastian permintaan atau

nilai permintaan memiliki rentang yang luas. Jika deviasi standar permintaan lebih dari 30, kami

memperkirakan bahwa total biaya yang diharapkan akan meningkat.

4.4.1. Model dengan Piecewise Objectives

Model 1. Misalkan produsen akan membeli produk dari pemasok S dengan biaya pembelian per unit yang
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berbeda. Misalkan X, ; menunjukkan volume produk yang dibeli dari pemasok s pada periode waktu ¢
dan U, menunjukkan biaya pembelian per unit dari pemasok seS pada periode waktu re7 dimana §

melambangkan himpunan pemasok dan 7" melambangkan himpunan periode waktu. Asumsikan bahwa

ada diskon produk dari pemasok dengan skema sebagai berikut

vl if0=4 <x, <d
u?, it dV<x, <a®
Uy =4 1" s SN =% yreT Vses (4.34)
uthD it dY9 Vex <d?)
atau
U =U, if dUV <X, (<dP Viel vses (4.35)

dimana dsu) ,j=0,1,2,....J issuatu konstan uang harus diputuskan oleh suplier s.

Skema diskon produk ini juga bisa disebut tingkat harga. Misalkan H, menunjukkan biaya penahanan
per unit pada periode waktu t, simbol D, menunjukkan permintaan produk pada periode waktu t dan 1,
menunjukkan tingkat persediaan / stok produk pada periode waktu t. Pengambil keputusan memutuskan

bahwa tingkat persediaan akan dikendalikan sehingga akan berada pada titik tertentu sedekat mungkin

dengan titik acuan atau lintasan yang diberikan oleh pengambil keputusan. Misalkan 7 menunjukkan

titik acuan pada periode waktu t. kita definisikan (/, —:;)2 sebagai fungsi tujuan referensi lintasan.

Asumsikan bahwa komponen biaya dalam masalah ini adalah biaya pembelian dan biaya penahanan,
maka kami menentukan optimaqi berikut yang meminimalkan total biaya

N

T
uvx,  +N HI + ), if 0=dW <x, <a'V
ZZ ts Z t't Z r Ky t.s §

t=1s5=1 t=1

T
SSURX, L HL - i dO <X, <d®
s ;@ ] ; 5 (4.36)

f=| 5=1

La

min

T 8
ZZU“’X“+2HJ,+Z - )L if dIV<x, <d

1=1s5=1 =

atau
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T r T , _ _
m{EZUﬁ:’.‘X,_&. ML+ (L -n) it d <X, <dj=12,. .37)
1=1 =1

1=l 5=l
Selanjutnya kita merumuskan kendala untuk model optimasi ini. Untuk memastikan bahwa permintaan
produk akan terpenuhi pada setiap periode waktu, kami memberikan batasan pertama sebagai berikut
I +ixm ~1,2D, VteT. (4.38)
5=l
Jika pemasok memiliki kapasitas maksimum C; untuk memasok produk untuk jangka waktu tertentu ¢,
maka kita memiliki kendala kedua sebagai berikut
X, =C,Vtel VseSs. (4.39)
Untuk jangka waktu tertentu, jika persediaan memiliki kapasitas M maksimal, maka kita memiliki
batasan ketiga sebagai berikut
I, <M. VieT. (4.40)
Kendala Integer untuk volume produk yang dibeli bisa dituliskan sebagai berikut

X, €{0.1.2...).V1 €T Vs €S. (4.41)

Model 2.

Masalah dengan nilai semua parameter diketahui dengan pasti lebih sederhana daripada masalah dengan
parameter yang tidak pasti. Tapi faktanya, ada banyak parameter yang tidak pasti. Nilai permintaan dari
pelanggan bisa dipastikan, tidak pasti atau keduanya. Pada bagian ini, penulis merumuskan model
matematis untuk masing-masing lingkungan ini.

Dengan adanya masalah pemilihan pemasok multi-produk, multi-pemasok dan multi-periode. Selanjutnya

simbol parameter dan variabel untuk masalah ini diberikan pada Tabel 4.9.

Table 4.9. Parameter and variabel masalah

Simbol Deskripsi

p Indeks produksi
K Indeks pemasok
t Indeks periode waktu
x Jumlah produk yang dibeli dari

rs.p

pemasok p pada periode waktu ¢
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(unit)

Tingkat persediaan produk p pada
rp

periode waktu 7 (unit)

Biaya pembelian per unit produk p

Ur N
! dari pemasok pada periode waktu ¢
Biaya penyimpanan per unit
H,, yap & P p
produk p pada periode waktu ¢
B Permintaan produk p pada periode
1.p
! waktu ¢ (unit)
Tingkat rujukan produk p pada
Ttp periode waktu t untuk tujuan
pengendalian stok
c Kapasitas maksimal pemasok
o untuk memasok produk p (unit)
Kapasitas penyimpanan
M, maksimum produk p per satuan

periode waktu (unit)

Model matematika pertama diformulasikan untuk lingkungan deterministik. Kasus ini terjadi bila semua
parameter diketahui dengan pasti. Misalkan jumlah pemasok adalah § dan jumlah periode waktu yang
akan dipecahkan masalahnya 7. Pengambil keputusan memutuskan bahwa tingkat persediaan akan

dikendalikan sehingga akan berada pada titik tertentu sedekat mungkin dengan titik acuan yang diberikan
oleh pengambil keputusan. Misalkan menunjukkan titik acuan pada periode waktu ¢ dan (4, -7, ]2 menjadi

tujuan pelacakan referensi. Penulis meminimalkan total biaya dan referensi tujuan pelacakan sebagai
berikut
min J (4.42)

dengan syarat
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t=1s5=1 p=l

T s P i T P
ZZZU.'(,.?,;)X;,SUO+ZZH="P1=\P

=1 p=1

T P 5
+ZZ(II,p _'},p)~= if d;(?s),p < X;‘s,p gd;(,?,p;
1= 1
Tr s lﬁu @) T P
222U X+ 2 2 Hiplip
=1 s=;p=}1} =1 p=1
2,
T=1 X3 (Lp=h,) . it dy, <X, ,<d?,:
t=1 p=1
Ls b 27 B
22Ul Xesp+ 2 2 Hiplip
=1 s=1 p=I =1 p=1
T P
+ZZ(I!’ P _rfuﬂ) » if df{::._pl) <Xisp Sd:(::.)pv
=1 p=1

atau ini dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut.

r s P

. T P
J = ZZ I(:S?IJXI,S,]J+ZZHIJ}"I“B

t=1s=l p=

a

=1 p=1

[17)

T 2
Fa . '_1 M
+Z (Ir.p_"}.p) , if d.s.jp )< Xis.p Sd.§ﬂ3=

dimana diskon untuk biaya pembelian menggunakan skema berikut

J
Uit

untuk vre7,¥seS§ ,atau

=y

ts.p: 5.0

U

t.s.p

untuk VteT,Vse S dengan d_gjg,j =0,1,2,...,J adalah tingkat harga untuk skema diskon ini.

Kendala model dapat dij

if VD <x

C17]

it di) <Xy, <dy)

it dl) <X, ,<d)

it {0 <X, ,<d)

dapat disajikan sebagai berikut

<d'd)

ts.p —Ys.p-

elaskan sebagai berikut. Kendala
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S
1;_1|P+Zxx‘s‘p—1;‘p >D, ,, VieT,VpeP (4.45)
5=1

digunakan untuk memastikan bahwa produk dalam penyimpanan dan produk yang dibeli akan memenuhi

permintaan.

Kendala

Xr,s,p < Cs,p *

VieT VseS,WpeP (4.46)
digunakan untuk memastikan bahwa pemasok bentuk produk yang dibeli tidak lebih dari kapasitas

pemasok ¢, . Misalkan kapasitas maksimal dari penyimpanan tersebut M , maka kendala

II‘pﬁMp,V:ET,VpeP (4.47)

digunakan untuk memastikan bahwa tingkat persediaan tidak melebihi kapasitas penyimpanan. Akhirnya,
kendala terakhir yaitu kendala integer untuk volume produk yang dibeli dirumuskan sebagai berikut

X, sp€l0,12,.} VieT VseS VpeP. (4.48)

1,5,p

44.2. Kendali Optimal untuk Model dengan Piecewise Objectives

Pendekatan via Dynamic Programming
Pemrograman dinamis atau pemrograman multi-tahap adalah teknik yang dapat digunakan untuk
memecahkan masalah optimasi dengan menggunakan iterasi ke belakang (atau forward) dari akhir
masalah ke awal masalah [11]. Pemrograman dinamis membagi masalahnya menjadi tahap dimana setiap
tahap memiliki beberapa negara asosiasi dan menggunakan fungsi rekursi untuk melakukan iterasi ke
belakang atau ke depan. Ada dua jenis pemrograman dinamis yang deterministik bila semua parameter
diketahui dengan pasti atau stochastic dimana setidaknya salah satu parameternya tidak pasti atau acak.
Pemrograman dinamis dapat digunakan untuk memecahkan banyak kelas masalah pengoptimalan seperti
pemrograman linier dinamis, pemrograman kuadrat dinamis, pemrograman nonlinier dinamis,
pemrograman bilangan bulat dinamis dan pemrograman integer campuran.

Beberapa alat pengoptimalan dikembangkan yang bisa digunakan untuk melakukan pemrograman

dinamis. Dalam makalah ini, kami menggunakan LINGO 150 yang diberikan untuk memperbaiki

masalah optimasi (4.36) dimana kelas model adalah program kuadrat kuadrat murni (PIQP).
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4.4.3. Simulasi Model dengan Piecewise Objectives di Industri Manufaktur

Simulasi model 1. Misalkan sebuah manufaktur memiliki empat pemasok yaitu sl, s2, s3 dan s4. Untuk
jangka waktu tertentu, biaya pembelian dari sl adalah $ 12 / unit jika pabrikan membeli kurang atau sama
dengan 100 unit dan akan menjadi $ 9 / unit jika produsen membeli produk tersebut lebih dari 100 unit
namun tidak lebih dari 120 unit sejak kapasitas maksimum pemasok sl adalah 120 unit. Biaya pembelian
dari pemasok s2 adalah $ 13 / unit jika pabrikan membeli kurang atau sama dengan 150 unit dan akan
menjadi $ 9 / unit jika pabrikan membeli lebih dari 150 unit tapi tidak lebih dari 200 unit karena kapasitas
maksimum pemasok s2 adalah 200 unit. Biaya pembelian dari supplier s3 adalah $ 13 / unit jika pabrikan
membeli kurang atau sama dengan 100 unit dan akan menjadi $ 9 / unit jika pabrikan membeli lebih dari
100 unit tapi tidak lebih dari 200 unit karena kapasitas maksimum supplier s3 adalah 200 unit. Akhirnya,
biaya pembelian dari pemasok s4 adalah $ 14 / unit jika produsen membeli kurang atau sama dengan 120
unit dan akan menjadi $ 8 / unit jika pabrikan membeli lebih dari 120 unit tapi tidak lebih dari 150 unit
karena kapasitas maksimum pemasok s4 adalah 150 unit Biaya pembelian per unit produk dari semua
pemasok dirangkum oleh Tabel 4.10 dan permintaan produk untuk periode waktu 1 sampai 12 diberikan
oleh Tabel 4.11.

Misalkan tingkat persediaan awal adalah O item dan biaya holding adalah $ 1 / unit / periode. Akhirnya
kapasitas gudang maksimal 200 unit / periode. Pembuat keputusan menginginkan agar tingkat persediaan
/ stok harus berada pada titik tertentu sedekat mungkin dengan tingkat referensi 100 unit dengan biaya

minimal.

Tabel 4.10. Biaya pembelian dan kapasitas pemasok

] ] Kapasitas pemasok
Pemasok | Biaya pembelian ] ]
(unit/periode)
$12 if X, <100
: 120
. $9if X, >100
$13 if X,, <150
: - 200
2 $10 if X, ,>150
$13 if X,, <100 200
. $9 if X, >100
$14 if X, , <120 “
| 1
Y $8 if X, , >120
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Kami menyelesaikan masalah optimasi (4.37) untuk 12 periode waktu dengan 3-kali-3 periode waktu

dengan menggunakan LINGO 150 pada prosesor Windows 8 AMD A6 2.7 GHz dan Memori 4 GB.

Tabel 4.11. Permintaan produk

Periode waktu ()

Permintaan (unit)

1

150

70

80

120

140

100

320

250

o oo 1| N | k| W o

270

—
==l

180

—
—

310

12

270

Strategi optimal untuk masalah ini dirangkum dalam Tabel 3.

Tabel 4.12. Solusi masalah

Periode X Permintaan Inventory
w?:;t u 57 52 ¥ 3 unit) (unit)

1 101 0 0 150 150 101

> [ 68 | 0 0 0 0 %

3 5|0 0 0 80 94

1 0 0 0 125 120 929

5 0 0 0 138 140 97

6 0 0 101 0 100 98

7 0 0 171 150 320 99
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8 0 0 101 150 250 100
9 115 0 0 150 270 95
10 33 0 0 150 180 98
11 0 0 162 150 310 100
12 115 0 0 150 270 95

Tabel 4.12 menunjukkan strategi optimal untuk periode 1 sampai 12. Dapat dilihat bahwa pada periode 1,

pabrikan harus membeli 101 unit dari pemasok dan 150 unit dari pemasok s4 sedangkan s2 dan s3 tidak

dipilih untuk memasok produk. Pada periode 2, pabrikan harus hanya membeli 68 unit dari pemasok sl.

Evolusi tingkat persediaan produk dan titik rujukannya dapat dilihat pada Gambar 1.

INVENTORY LEVEL (UNIT)

e e e e
NoOBE O 0O KN B O 0 O
o o o o o o o o o o o

== Inventory level [unit) Reference

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
TIME PERIOD

Gambar 4.8. Evolusi tingkat persediaan produk dan lintasan rujukannya

Dari Gambar 4.8, dapat dilihat bahwa tingkat persediaan awal adalah 0 unit dan persediaan referensi

adalah 100 unit untuk semua periode waktu. Pada periode 1 sampai 12, tingkat persediaan cukup dekat

dengan titik referensi. Penyimpangan terbesar antara tingkat persediaan aktual dan persediaan referensi

adalah 6 unit pada periode waktu 3 dan deviasi terkecil adalah O unit pada periode waktu 8 dan 11. Dapat

disimpulkan bahwa tingkat persediaan mengikuti titik referensi dengan baik.

Simulasi Model 2. Pada bagian ini, penulis memberikan tiga percobaan numerik yang merupakan

eksperimen numerik dalam lingkungan deterministik dimana semua parameter diketahui dengan pasti,
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eksperimen numerik di lingkungan probabilistik dimana parameter permintaan bersifat acak dan
eksperimen numerik untuk tujuan analisis sensitivitas. Masalahnya adalah sebagai berikut. Misalkan
produsen memiliki tiga pemasok yaitu sl, s2 dan s3 untuk memasok productspl, p2 dan p3. Biaya
pembelian untuk setiap produk dari masing-masing pemasok mempertimbangkan diskon seperti yang
ditunjukkan pada Tabel 4.9. Misalkan tingkat persediaan awal untuk setiap produk adalah O item dan
biaya penahanan adalah $ 1 / unit / periode untuk pl, $ 2 / unit / periode untuk p2dan $ 4 / unit / periode
untuk p3. Akhirnya, kapasitas gudang maksimal 300 unit / periode untuk p1. 250 unit / periode untuk p2
dan 250 unit / periode untuk p3. Pembuat keputusan menginginkan agar tingkat persediaan / stok harus
berada pada titik tertentu sedekat mungkin dengan tingkat referensi yang diberikan dalam hasil simulasi
masing-masing. Penulis menyelesaikan semua eksperimen numerik di LINGO® 160 dengan OS

Windows 8, prosesor AMD A6 2.7GHz dan Memori 4 GB.

Untuk simulasi pertama, biarlah nilai permintaan semua produk diketahui dengan pasti. Biarkan nilai

permintaan setiap produk diberikan pada Gambar 4.9.

700
600
500

400
30
20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B Dem. P1 280 346 243 200 250 453 415 519 447 587
M Dem. P2 271 248 352 337 334 423 404 430 487 463
B Dem. P3 311 299 204 274 218 466 492 500 569 485

o o o

Product volume (units)

o

Time period (t)

Gambar 4.9. Permintaan produk (P1, P2, P3 merujuk pl, p2, p3)
Disini model dievaluasi untuk 10 periode waktu yaitu. Solusi optimalisasi (4.42) yaitu volumeﬁ'oduk
optimal yang dibeli dari semua pemasok untuk periode waktu 1 sampai 10, dirangkum dalam Gambar

4.10. Dari Gambar 4.10, dapat dilihat bahwa pada periode waktu 1, volume produk yang dibeli optimal
adalah 381 unit p2 dari s1, 201 unit dari unit s2358 p3 dari s2 dan 179 unit dari s3. Tingkat persediaan
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pada periode waktu 1 adalah (lOO,wA?) unit dimana tingkat referensi. Evolusi tingkat persediaan semua
produk dan tingkat referensi nya dapat dilihat pada Gambar 4.11. Hal ini dapat dilihat bahwa tingkat

pensediaan sebenarnya mengikuti tingkat referensi dengan baik.

Tabel 4.13. Biaya pembelian & kapasitas pemasok

Kapasitas
Biaya Pembelian ~ Biaya Pembelian
Pemasok Produk Pemasok
level 1 level 2
(units/period)
Volume Volume
Biaya Biaya
Produksi Produksi
($/unit) ] ($/unit) ]
(units) (unist)
P 20 <250 20 > 250 500
81 P2 21 <200 20 > 200 700
p3 21 <300 21 > 300 600
P 21 <100 20 > 100 600
55 p2 22 <250 21 > 250 400
p3 21 <300 20 > 300 500
P 22 <150 20 > 150 700
53 p2 21 <250 21 > 250 700
3 22 <350 20 > 350 500
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1 2 3 a 5 6 7 8 9 10
EPL O 0O ODO0ODODO0O0O 0O00O0O0O0O0O0ODOOOOO0O0O0O0ODO0D
EP1 0 2017 0 0 34 0 24 0 0200 0250 0470 0420 0520 0450 058
EP2 0 0D0ODO0ODO0DO0O0DO0OOOQOOO0OOO0OOOOOO0OO0O0ODO0D
P2330 0 02503 0 03 0 0340 041003900420 04700430 0
mP3 0 00DO0ODDODO0DO0O0O0OOO OO O O0O0O0OD0OOOO0OD0D0DGI0D0D0 D
mP3 0350 0300 0300 03030000 04705000500 0 0500 047
TIME PERIOD {t)

Gambar 4.10. Volume Produk Optimal yang Dibeli dari Pemasok (S1, S2, S3 merujuk pada sy, 52, 53

DL1, DL2 merujuk pada tingkat diskon 1, tingkat diskon 2)

180
o 160
> 1o
= -
> 2 100
GCZ 80
2 60
o 40
a 20
0
1 2 3 4 s 6 7 8 9 10
——Inv.P1 100 99 99 99 100 120 130 139 150 150
~m-Inv.P2 110 119 130 139 149 139 128 119 109 88
—4—Inv.P3 47 51 49 78 77 90 98 98 98 89
Ref. P1 100 100 100 100 100 120 130 140 150 160
——Ref. P2 110 120 130 140 150 140 130 120 110 100
—e—Ref.P3 50 50 S50 80 80 80 100 100 100 100
TIME PERIOD

Gambar 4.11. Evolusi tingkat persediaan produk dan tingkat rujukannya

81




82




BAB 5
MODEL DINAMIK DENGAN PARAMETER RANDOM

Pada bab ini diberikan model dinamik dengan parameter random, yang secara lebih rinci diuraikan
menjadi beberapa subagian yaitu formulasi model matematis dari model dengan parameter random, kendali
optimal dengan parameter random, dan simulasi model dengan parameter random di bidang industri

manufaktur.

5.1. Formulasi Model dengan Parameter Random
Model 1.

Sistem persediaan yang dibahas adalah sistem persediaan produk tunggal dengan pemasok tunggal
dan permintaan yang tidak pasti dimana ketidakpastian permintaan akan diasumsikan sebagai variabel acak
dengan beberapa distribusi probabilitas. Misalkan y(k) adalah tingkat persediaan produk (barang) di gudang
dalam suatu periode waktu pengamatan k. Dinamika penawaran bergantung pada barang yang berasal dari
pemasok dan permintaan d. Pada artikel ini, kita memiliki asumsi bahwa permintaan d adalah variabel acak
dan tingkat persediaan sebelum pengamatan adalah 0, untuk k <0,y(k)=0. Misalkan u(k) adalah jumlah
barang yang berasal dari pemasok ke gudang di periodk. Model dasar sistem ini tanpa permintaan acak

diberikan di [2]. Inventori dinamis y(k)di gudang dapat dinyatakan sebagai

a
y(k) =u(0)+ u() +u(2)++++uk—L, ~)—d()—d(2) -+ —d(k—1)
(5.1)
=5 u(i-Sd0
i=0 J=0

dimana L, adalah lead time pengiriman barang dari supplier ke gudang. Tingkat persediaan target adalah
jumlah tuntutan pada variabel keadaan pertama yang dilambangkan sebagai x,(ky=y,(k) dan
x;(k)=u(k—L,+ j) untuk j=2,3,...,LP +1, maka (5.1) dapat disajikan ke dalam sistem sistem ruang
keadaan berikut :

3] {a(k]}
x(k+1D)=Ax(k)+B

d(k) (5.2)

y(k)=C'x(k)

dengan
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I 00 - 0] [o - (1]
0010 0 0 0 0
L0000 S LR P 1
0000 — 1 0 0 0
0000 -0 |1 o] |0

Di sini, sistem (5.2) dapat disajikan sebagai

I 2 E
ol x(k) 0 -1

i 00 - i
001 0 - 0| x5k 0 0
0001 — 0 xk | [0 0 {u(k)}

xtk+D)={. . . . . . . + ..
. R : . i : d(k)
0 0 ho 1| x, (k)] [0 O
0000 0] x (k) 1 0
L —_— = - - (5-3)
x, (k)
x,(k)
(k
yky=[t 0 0 - 0 0] x‘“f)
x{n—]}(k)
L x,(k) |

Sistem persediaan yang disajikan oleh sistem (5.2) akan dikendalikan sehingga output sistem dengan

tingkat persediaan menclekatit.ingkat persediaan yang diinginkan y, sedekat mungkin. Diasumsikan bahwa
31

komponen biaya terdiri d%biaya pembelian per unit produk dari pemasok dan biaya penyimpanan per
unitproduk. Misalkan saja biaya pembelian per unit produk P _dan biaya penyimpanan per unit produk H,

sehingga total biaya per unit produk per periode k=0,1,2,3,....k—1 adalah

= k-1 =
0, =) Pu(j)+) Hu(j)=) Qu(k). G4
=0 =0 =0
Dengan Q. =P +H_.
Model 2.

Misalkan § menunjukkan jumlah pemasok. Misalkan X, ~menunjukkan volume produk yang dibeli

dari pemasok pada periode waktu . Misalkan /I, menunjukkan tingkat persediaan produk pada periode
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waktu . Komponen biaya dalam masalah ini adalah biaya pembelian dan biaya penahanan. Misalkan U,
biaya pembelian untuk produk per unit dari pemasok pada periode waktu t dan A, merupakan biaya

penympanan per unit produk pada periode waktu t. Akhirnya dimisalkan D, merupakan variabel acak

untuk permintaan produk.

Untuk mengendalikan tingkat persediaan sedemikian rupa sehingga mendekati tingkat referensi pada
periode waktu #, kita menentukan tujuan referensi lintasan (7, —:;)2 dan kita mendefinisikan total fungsi

biaya sebagai berikut

0 T8 T 1 N
Z{H{EZU,_.‘.X,_.‘.+ZHJ,+Z(1’,—f;)'ﬂ (5.5)
i=l t=1 ==l 1=l 1=l

Di mana Pr, adalah probabilitas skenario i dan o melambangkan ruang kejadian dari variabel acak yang
diberikan. Untuk memastikan bahwa permintaan setiap produk terpenuhi pada setiap periode waktu, maka

kita memiliki kendala pertama sebagai berikut

5
Ir—l+zxr,x71r >D NVteT. (5.6)

=1

Misalkan pemasok s memiliki kapasitas maksimumC,  untuk memasok produk untuk jangka
waktusebarang ¢, maka kita memiliki kendala kedua sebagai berikut

Xr.\- < C_‘_.,Vf eT,Vsesb. (5.7)

Untuk jangka waktu sebarang, jika persediaan memiliki unit kapasitas maksimum M unit, maka kita

memiliki batasan ketiga sebagai berikut

I <M., VieT. (5.8)
kendala integer untuk volume produk yang dibeli bisa dituliskan sebagai berikut
X, E{O,l,Z,...},VrET,VSES. (5.9)
Oleh karena itu model matematis dari masalah ini dapat ditulis ulang sebagai berikut
r s

min i{l’ff' [EZUX +iH,1, +i(1, - )zﬂ (5.10)

=1 s=l 1=

terhadap:
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5
I,+>.X, —1,2D VteTl, (5.11)

X, ,=C, VteT VseSs, (5.12)
[ <M\ieT, (5.13)
X,, €{0,1,2,.} VieT VseS. (5.14)

Model 3.

Kami merumuskan model matematis pemilihan pemasok dan sistem persediaan dengan diskon produk
di lingkungan probabilistik dimana biaya pembelian dan permintaan produk acak dengan distribusi
probabilitas yang diketahui. Misalkan P; menunjukkan probabilitas skenario ieQ dan Q menunjukkan
ruang kejadian dari masalah tersebut untuk setiap periode waktu. Misalkan jumlah pemasok adalah S dan

jumlah periode waktu yang akan dipecahkan masalahnya 7. Misalkan X, , menunjukkan volume produk
yang dibeli dari pemasok s pada periode waktu ¢ dan menunjukkan biaya pembaian per unit dari pemasok
pada saat periode ¢. Misalkan A, menunjukkan biaya penahanan per unit pada periode waktu 7, D,
menunjukkan permintaan produk pada periode waktu t dan /, menunjukkan tingkat persediaan produk pada
periode waktu #. Pengambil keputusan memutuskan bahwa tingkat persediaan akan dikendalikan schingga
akan berada pada titik tertentu sedekat mungkin dengan titik acuan yang diberikan oleh pengambil
keputusan. Misalkan r, menunjukkan titik acuan pada periode waktu t dan (1,—:;)2 menjadi tujuan

pelacakan referensi. Kami meminimalkan total biaya dan tujuan pelacakan referensi sebagai berikut

M‘.O
>

M-.
Mm

1

U“'X +§_HI +Z I - B if d” <X, <d"

ULX, +ZHI +Z (1,- D if d"<X, <d"

M‘o
>

M
Mﬂ

min (5.15)

&

- (o]
§
P UYX, +ZH 1+Z (1 - B if /7" <X, <d”

1 s=1 1=1

g
M-:

Atau dapat disajikan sebagai
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9] I 8 . i I 4 )
min {Z{f:-{ﬁzu,ﬂ:‘xm + 2 H 1+ Y (1, )H if 7" <X, <d) (5.16)
i=1 =1 t=1

=1 s=1 =]

dimana diskon untuk biaya pembelian menggunakan skema berikut

v, i a©<x, <dV
u® it 4V <ex  <a®
Uy=1 0 0 G SR 20T yieT vses (5.17)

ty

v, if !V <x, <d?
atau dapat ditulis ulang sebagai berikut
U, =UP, if d9V <X, <dP VieT VsesS (5.18)
dengan ds(j’ ,j=0,1,2,....J adalah tingkat harga untuk skema diskon ini.

Kendala model dapat dijelaskan sebagai berikut. Kendala

N
Ly+> X, s—1,2D,Ntel (5.19)

5=l
digunakan untuk memastikan bahwa produk dalam penyimpanan dan produk yang dibeli akan memenuhi

permintaan. Kendala

X, ,<C, VieT Vse$ (5.20)

ts —
digunakan untuk memastikan bahwa pemasok bentuk produk yang dibeli tidak lebih dari kapasitas pemasok

C, . Misalkan kapasitas penyimpanan maksimal M , maka kendala

I <M VteT (5.21)
digunakan untuk memastikan bahwa tingkat persediaan tidak melebihi kapasitas penyimpanan. Akhirnya,
kita memiliki kendala terakhir yaitu kendala integer untuk volume produk yang dibeli sebagai berikut

X, €{0,1,2,..},VteT,VseS. (5.22)

Model 4.

Masalah dengan nilai semua parameter diketahui dengan pasti lebih sederhana daripada masalah

dengan parameter yang tidak pasti. Tapi faktanya, ada banyak parameter yang tidak pasti. Nilai permintaan
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dari pelanggan bisa dipastikan, tidak pasti atau keduanya. Pada bagian ini, penulis merumuskan model

matematis untuk masing-masing lingkungan ini.

Dengan adanya masalah pemilihan pemasok multi-produk, multi-pemasok dan multi-periode. Biarkan

simbol parameter dan variabel untuk masalah ini diberikan pada Tabel 5.1

Table 5.1. Parameter and variabel

Simbol

Deskripsi

P

Indeks produk

Indeks pemasok

Indeks periode waktu

Jumlah produk p yang dibeli dari
pemasok s pada periode waktu ¢

(unit)

Tingkat persediaan produk p pada

periode waktu ¢ (unit)

Biaya pembelian per unit produk p

dari pemasok pada periode waktu ¢

Biaya penyimpa&n per unit
untuk produk p pada periode ¢

Permintaan produk p pada periode

waktu 7 (unit)

Referensi Tingkat produksi p
pada periode waktu f untuk tujuan

pengendalian stok

Kapasitas maksimum pemasok s

untuk memasok produk p (unit)
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Kapasitas penyimpanan
M, maksimum produk p per satuan

periode waktu (unit)

Model diformulasikan untuk lingkungan probabilistik. Kasus ini terjadi bila setidaknya satu parameter
menjadi tidak pasti. Ketidakpastian ini didekati dengan menggunakan distribusi probabilitas. Penulis akan
memecahkan masalah ini dengan menggunakan pemrograman multi tahap yang probabilistik dengan
menghasilkan pohon skenario dan menentukan strategi optimal berdasarkan pohon skenario ini yang
meminimalkan total biaya yang diharapkan. Misalkan P; menunjukkan probabilitas skenario ieQ dan Q
menunjukkan ruang kejadian masalah untuk periode waktu tertentu. Untuk lingkungan probabilistik, penulis

meminimalkan total biaya yang diharapkan yaitu

min J (5.23)

T § P

ZZZUI({‘)I) Ti‘p+ZZHIpIIp
| R A 5.4
= +ZZ(II,F7’},1}]2 ( )

Jlkﬂ di‘P X?i‘f)gdj)

5.0

dan kendalanya sama dengan model pertama yaitu model wuntuk kasus deterministik.

dimana diskon untuk biaya pembelian menggunakan skema berikut

(D : 0 1
Ur.s.ps if ds{ ;)J <X N ids 3)

(2) . 1 1

UI‘S‘P — UI.S.!’J" lf dig }J < Xf s.p _dg j)'J (5-25)
J J-1 J
Ur(,s,);ﬂ if dg P )< X, s,p = ds p)

untuk VteT,Vse S, atau dapat ditulis ulang sebagai berikut
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. ) i1 .
Ur,s,p :Ur(,i),p’ if d.gﬂ) ‘ < Xr S.p gd.(j) (5.26)

s.p*

untuk VreT,Vse S dengan dg‘:g ,j=0.1,2,....J adalah tingkat harga untuk skema diskon ini.

Kendala model dapat dijelaskan sebagai berikut. Kendala

s
Liap+D) Xesp—lip>D,p, VIeT VpeP (5.27)

s=1
digunakan untuk memastikan bahwa produk dalam penyimpanan dan produk yang dibeli akan memenuhi

permintaan. Kendala

X <C,,,VteT VseS,VpeP (528)

tsp = spe
digunakan untuk memastikan bahwa produk yang dibeli dari pemasok s tidak lebih dari kapasitas pemasok

C, . Misalkan kapasitas maksimal dari penyimpanan tersebut M , maka kendala

I , <M NteT NpeP (5.29)

t.p P
digunakan untuk memastikan bahwa tingkat persediaan tidak melebihi kapasitas penyimpanan. Akhirnya,
kendala terakhir yaitu kendala integer untuk volume produk yang dibeli dirumuskan sebagai berikut

X 5p€10,1,2,..4,VteT, Vs §,VpeP. (5.30)

52. Kendali Optimal dengan Parameter Random
Pendekatan Stochastic Dynamic Programming.

Pemrograman dinamis atau pemrograman multi tahap dapat digunakan untuk memecahkan banyak
masalah optimasi yang memiliki beberapa karakteristik yang menjadi masalah dapat dibagi menjadi
beberapa tahap dengan keputusan untuk setiap tahap diperlukan, setiap tahap memiliki beberapa negara
asosiasi, keputusan pada tahap menggambarkan bagaimana negara pada tahap saat ini ditransformasikan
menjadi negara untuk tahap berikutnya, ia memiliki prinsip optimalitas dan ada fungsi rekursi untuk tahap-
tahapnya. Pemrograman dinamis dapat dibagi menjadi dua kelas yang deterministik dimana semua
informasi diketahui dengan pasti, dan stokastik dimana setidaknya satu parameter tidak pasti / acak.
Pemrograman dinamis stokastik dapat diatasi dengan menghasilkan skenario masalah dan pengerjaan iterasi

maju/mundur.
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Untuk menggambarkan pemrograman dinamis stokastik, misalkan ¢ menunjukkan tahap biasanya
periode waktu dari masalah, T menunjukkan jumlah tahap, x, menunjukkan keputusan pada periode waktu t
dan © menunjukkan ruang acara pada periode waktu f. Keputusan awal diambil. Pada tahap 0 dan
keputusan recourse diambil secara bertahap 2, 3, ..., 7. Skenario digunakan untuk mengungkapkan hasil
yang mungkin, biasanya biaya / keuntungan, berdasarkan realisasi distribusi probabilitas. Skenario
menyajikan satu kemungkinan realisasi masa depan dan pencacahan semua kemungkinan kombinasi hasil.
Untuk ruang kejadian diskrit, semua skenario, yang disebut pohon skenario, dapat diilustrasikan oleh
Gambar 5.1. Untuk ruang kejadian kontinu atau diskrit namun tak terbatas, pohon skenario dapat dihasilkan
dengan menggunakan metode sampling, contoh Monte Carlo misalnya, untuk memperkirakan kemungkinan

hasil dengan menggunakan pohon skenario yang terbatas.

Decision x7 Scenario 1
[OX= OV .
| Decision xp_ Decision xy Scenario 2
Decision xy Scenariom
Stage T-1
Stage T

Gambar 5.1. Pohon Skenario pemrograman dinamis stokastik dengan ruang kejadian diskrit

Beberapa alat pengoptimalan dapat digunakan untuk menyelesaikan pemrograman dinamis stokastik
dengan menghasilkan pohon skenario. Dalam buku ini, kami menggunakan LINGO untuk memecahkan

optimalisasi stokastik dinamis (5.29).
5.3 Simulasi Model dengan Parameter Random di Industri Manufaktur
Simulasi Mode 1.

Model Kontrol prediktif yang kokoh yang biasa kita gunakan untuk mengendalikan sistem persediaan

yang diberikan pada bagian sebelumnya adalah mengikuti MPC kuvat yang diberikan oleh [9].
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Pertimbangkan plant (5.2) di mana d adalah white noise dengan matriks kovarian E(ddr]:wz(), dan d
scharusnya merupakan gangguan. Dengan menerapkan filter Kalman, estimasi keadaan filter yang optimal
dapat ditulis sebagai

@1 = Ax(t)+ Bu(n)

R +1)= AR(x+1—1)+ Bi(k +1~1) for 1. (53D

Dengan memprediksi keadaan masa depan, input dan output dan mengganti vektor prediksi menjadi fungsi

objektif

N, N,
JO=Y(yt+k) =y, ) 0. (yt+k)—y,, ) Sut+k) Rut +k) (5.32)
k=l k=0

dengan  Q = blockdiag {0, } ,R =blockdiag {R.} maka kontrol optimal dapat diperoleh dengan

01N =01, ?
meminimalkan J dengan menggunakan pemrograman kuadratik. Untuk melakukan metode kontrol ini, kita
menggunakan toolbox kontrol prediktif model pada MATLAB dan simulasi dengan data yang dihasilkan
berikut ini. Misalkan biaya pembelian produk adalah 1000 per unit dan biaya penyimpanan di gudang
adalah 100 per unit. Pemasok bisa mengantarkan barang hingga 20000 unit. Kapasitas gudang maksimal
adalah 50000 unit. Biarkan tingkat persediaan awal produk adalah SOO%nit dan permintaan mengikuti

distribusi Gaussian dengan kondisi awal 100 unit. Hasil simulasi diberikan pada Gambar 5.2-5.3.

Plant Inputs

inputproduct

domdemand

Review period (k

Gambar 5.2. Input optimal (shipment) «(k) dan permintaan random d(k)
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Gambar 5.2 menunjukkan masukan optimal atau strategi optimal yang dihasilkan oleh MPC yang kuat. Jika
input optimal atau strategi optimal yang ditunjukkan oleh Gambar 5.2 diterapkan pada sistem persediaan

ini, akan mempengaruhi output yang merupakan dinamika tingkat stok untuk produk yang diberikan oleh

Gambar 5.3.

Plant Output: inventoriLevel

Review period (k)
Gambar 5.3. Output: tingkat inventori produk

Gambar 5.3 menunjukkan dinamika tingkat stok untuk produk. Nilai awal dari tingkat persediaan produk
adalah 5000 item, setelah memenuhi permintaan dan menerima produk dari pemasok pada hari ke 1 sampai

30, nilai tersebut cukup tertutup sampai tingkat yang diinginkan yaitu sekitar 3.800 item.

Simulasi Model 2. Distribusi Probabilitas diskret

Percobaan numerik pertama, asumsikan bahwa distribusi probabilitas dari variabel acak bersifat
diskrit. Misalkan ada dua pemasok yaitu sl dan s2. Kami akan memecahkan masalah ini selama 3 periode.
Misalkan biaya pembelian dari pemasok sl adalah $ 12 per unit untuk setiap periode waktu 1,2 dan 3.
Untuk periode waktu-1, biaya pembelian dari pemasok s2 adalah $ 10 per unit, namun untuk setiap periode

waktu 2 dan 3, Biaya pembelian acak dengan distribusi probabilitas yang diberikan oleh Tabel 5.1.

Tabel 5.1. Distribusi Probabilitas biaya pembelian s> untuk periode waktu 2 and 3
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Probabilitas | Biaya pembelian ($/unit/periode)
0.5 10
0.5 12

Kapasitas pemasok untuk masing-masing pemasok sl dan 200 unit per periode. Biarkan tingkat
persediaan awal adalah O item, biaya penahanan produk adalah $ 1 / unit / periode, kapasitas maksimum
gudang adalah 200 unit / periode dan tingkat persediaan referensi adalah 100 unit untuk semua periode
waktu. Permintaan untuk periode 1 diketahui yaitu 100 unit dan permintaan untuk masing-masing periode 2

dan 3 acak dengan distribusi probabilitas yang diberikan oleh Tabel 5.2.

Table 5.2. Distribusi Peluang Permintaan untuk Periode 2 and 3

Probabilitas | Permintaan(unit/periode)
0.5 100
0.3 120
0.2 150

Pembuat keputusan menginginkan agar tingkat persediaan / stok harus berada pada tingkat referensi
sedekat mungkin dengan biaya minimal. Kami memecahkan masalah optimasi (5.29) pada Windows 8
AMD A6 2.7GHz dan 2GB Memory dengan menggunakan software LINGO 15.0 dimana stochastic model
class adalah multi stage stochastic dan kelas modelnya adalah MIQP (mixed integer quadratic

programming). Program dinamis stokastik ini memiliki 36 skenario seperti ditunjukkan oleh Tabel 5.3.

Table 5.3. Skenarios masalah

Periode Biaya Xus Biaya
pembelian | Permintaan Inventory
Skenario | ywaktu ) ) Probabilitas | total
untuk s> (unit) 81 . (unit) ©
t .
@ (9)
1 12 100 0 199 99 0.0625 4270
1
2 10 100 0 100 99
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10 100 0 96 95

12 100 0 199 99 0.0625 4490
2 10 100 0 100 99

12 100 100 0 99

12 100 0 199 99 0.0375 4470
3 10 100 0 100 99

10 120 0 115 94

12 100 0 199 99 0.0375 4700
4 10 100 0 100 99

12 120 115 0 04

12 100 0 199 99 001 5862
36 12 150 149 0 08

12 150 146 0 94

Solusi awal yaitu strategi optimal untuk jangka waktu 1 adalah O unit yang dibeli dari s1 dan 199 unit
yang dibeli dari s2. Untuk jangka waktu 2, strategi optimal dapat diputuskan setelah kejadian variabel acak
dalam jangka waktu 2 terungkap. Akhirnya, strategi optimal untuk periode waktu 3 dapat diputuskan setelah

kejadian variabel acak dalam jangka waktu 3 terungkap. Dari hasil tersebut, total biaya yang diharapkan

adalah $ 4819 yang diperoleh dari probabilitas dan total biaya untuk semua skenario, yaitu

Untuk menggambarkan bagaimana strategi optimal untuk setiap periode waktu diputuskan, biarkan
permintaan untuk periode 2 adalah 100 unit dan biaya pembelian untuk s2 untuk periode waktu 2 adalah
$ 10 / unit, maka kita harus membeli O unit dari s1 dan 100 unit dari s2and Tingkat persediaan untuk periode

2 adalah 99 unit. Biarkan permintaan untuk periode 3 adalah 120 unit dan biaya pembelian untuk s2 adalah

94

0.0625-4270+0.0625 - 4490 +0.0375 - 4470 +0.0375 . 4700+ - - - +0.0100 - 5862 = 4819.




$ 12 / unit, maka kita harus membeli 115 unit dari s1 dan membeli O unit dari s2. Solusi ini diilustrasikan

dengan Tabel 54.

Tabel 5.4. Ilustrasi solusi

Biaya Permintaan Xis Reference

Periode | pembelian I .
Inventory | 1nventory

waktu(f) | untuk s> (demand) s S )
$) (unit)

1 12 100 0 199 99 100

2 10 100 0 100 99 100

3 12 120 115 0 04 100

Dari Tabel 54, dapat dilihat bahwa pada setiap periode 1 dan 2, s2is pemasok optimal dan pada periode

waktu 3, s1 adalah pemasok optimal. Bisa juga dilihat bahwa tingkat persediaan tertutup terhadap rujukan.

160
140

120

100
80
60

Produk (unit)

40

20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Time period (t)

===Demand -« *Inventory Reference Inventory

Gambar 5.3. Evolusi persediaan, persediaan dan inventori rujukan
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Untuk mengevaluasi dan mensimulasikan evolusi tingkat persediaan dengan beberapa titik acuan, kita
mensimulasikan model untuk 18 periode waktu yang ditunjukkan oleh Gambar 5.3. Dapat dilihat bahwa

tingkat inventor / stok produk mengikuti titik acuan.

4.2, Distribusi probabilitas kontinu

Untuk contoh kedua, anggaplah bahwa biaya pembelian dari s2 untuk setiap periode waktu 2 dan 3
terdistribusi normal dengan mean 10 dan standar deviasi 4, permintaan untuk masing-masing periode 2 dan
3 didistribusikan secara normal dengan mean 100 dan standar deviasi 20 dan parameter yang tersisa sama
contoh pertama. Kami memecahkan masalah ini dengan menggunakan LINGO dimana skenario dihasilkan
dengan sampling Monte Carlo dimana ukuran sampelnya adalah 4. Dari hasil tersebut, total biaya yang

diharapkan adalah $ 4445.

Untuk analisis sensitivitas, misalkan permintaan terdistribusi normal dengan mean 100 dan standar
deviasi o>0.. Untuk mengamati dampak dari standar deviasi permintaan terhadap total biaya yang
diharapkan, kami mengevaluasi model dengan o=5,10, 15, 20, 25, dan 30. Total biaya yang diharapkan
diberikan oleh Gambar 5.4.

4550
4500

4450

(%)

4400

4350

4300
5 10 15 20 25 30

Ekspektasi biaya total

Standar deviasi permintaan

Gambar 54. Dampak standard deviasi permintaan

Dari Gambar 5.4, dapat dilihat bahwa jika deviasi standar permintaan meningkat maka total biaya

yang diharapkan juga akan meningkat. Hal ini disebabkan oleh meningkatnya ketidakpastian permintaan

96




atau nilai permintaan memiliki rentang yang luas. Jika deviasi standar permintaan lebih dari 30, kami

memperkirakan bahwa total biaya yang diharapkan akan meningkat.
Simulasi Model 3.

Misalkan ada dua pemasok yang sl dan s2 yang akan memasok produk ke produsen. Kami
menyelesaikan masalah selama 3 periode dimana semua parameter pada periode 1 diketahui dengan pasti

namun permintaan dan biaya pembelian%lri pemasok untuk periode 2 dan 3 adalah acak. Biaya pembelian

dan kapasitas pemasok diberikan oleh Tabel 5.5 dan Tabel 5.6. Biaya pembelian U') dan U3  acak
; ;
dimana distribusi probabilitasnya diberikan oleh Tabel 5.7 dan Tabel 5.8.Ter permintaan untuk periode 1

diketahui yaitu 90 unit dan permintaan untuk masing-masing periode 2 dan 3 acak dengan distribusi
probabilitas yang diberikan oleh Tabel 5.9. Biarkan tingkat persediaan awal adalah O item dan biaya holding
adalah $ 1 / unit / periode. Akhirnya, kapasitas gudang maksimal adalah 200 unit / periode. Pembuat
keputusan menginginkan agar tingkat persediaan / stok harus berada pada titik tertentu sedekat mungkin

dengan titik referensi yaitu 100 unit untuk jangka waktu tertentu dengan biaya minimal.

Tabel 5.5. Biaya pembelian & kapasitas pemasok untuk periode waktu 1
Kapasitas pemasok

Pemasok  Biaya pembelian

(unit/periode)
$11if X,; <100
s $9if X, >100 150
$13 if X,, <150
82 $10 if X, 5 >150 200

Tabel 5.6. Biaya pembelian & kapasitas pemasok untuk periode waktu 2 dan 3

Kapasitas pemasok

Pemasok  Biay beli it/peri
emaso iaya pembelian (unit/periode)
$11if X, <100
1 $13if X,; >100 150
Uy if X,, <150
5 : 200
U3 if X, 5 >150
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Tabel 5.7. Distribusi probabilitas untuk Uf,'z)

Probabilitas Biaya pembelian U,
($/unit/periode)
0.6 12
04 10

2)

Tabel 5.8. Distribusi probabilitas untuk Uf__z

Biaya pembelian Ug

Probabilitas
($/unit/period)
03 10
0.7 9

Tabel 5.9. Distribusi probabilitas permintaan untuk periode waktu 2 dan 3

Probabilitas Permintaan (unit/periode)
0.3 80
0.7 100

Masalah optimasi (5.15)diselesaikan dengan Windows 8 OS, prosesor AMD A6 2.7 GHz dan memori
4 GB dengan menggunakan LINGO 15.0 dimana model stokastik adalah stokastik multi stage dan kelas
modelnya adalah PIQP (pure integer quadratic programming (program kuadrat integer murni)). Kemudian
dengan menggunakan metode pemrograman dinamis stokastik, ﬁa menghasilkan skenario masalah yang
diilustrasikan oleh Gambar 2. Masalah ini memiliki 64 skenario seperti yang ditunjukkan pada Tabel 5.10.
Nilai fungsi objektif (5.15) disebut sebagai jumlah yang diharapkan biaya yang merupakan jumlah dari
perkalian probabilitas skenario dan total biaya skenario. Total biaya yang diperkirakan minimal dari

masalah ini adalah $ 3716 yang diberikan oleh 0.0029-$3489 + 0.0068 - $3644 +0.0068- $3465+---+0.038 - $3824.

Tabel 5.10. Skenario masalah
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Biaya Xy
) pembelian ) E— Total
Skenario ‘1::;‘:1‘}; untuk s; Per('::;:;la“ ""(‘:f::t‘;’y Probabilitas  biaya
602) p
%)
I (13.10) 90 150 39 99
I 2 (12.10) 80 81 0 100 00029 3489
3 (12.10) 80 80 0 100
i (13.10) 9 150 39 99
2 2 (12.10) 80 81 0 100 0.0068 3644
3 (12.10) 100 95 0 95
i (13.10) 90 150 39 99
3 2 (12.10) 80 81 0 100 0.0068 3465
3 (12.,9) 80 76 0 %
0 (13.10) %0 150 30 99
36 2 (10,9) 100 0 101 100 0038  38%
3 (10.9) 100 05 0 05

Dari Tabel 5.10, dapat dilihat bahwa solusi awal yaitu solusi untuk jangka waktu 1 adalah 150 unit

yang dibeli dari sI dan 39 unit yang dibeli dari s2 yang akan menghasilkan 99 unit pada persediaan. Strategi

optimal untuk periode 2 dan 3 dapat diilustrasikan pada Tabel 5.11 setelah variabel acak untuk periode 2

dan 3 terungkap.

Tabel 5.11 Ilustrasi solusi

Biaya pembelian

Periode untuk s;

Permintaan

5 X Inventory
waktu () (U.02) dalam  (unit) s
(f ! ] Inventory Rujukan
$
S1 S2
1 (13,10) 100 150 39 99 100
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2 (12,10) 80 81 0 100 100

3 (10.,9) 100 95 0 95 100

Strategi optimal untuk periode waktu 2 dapat diputuskan setelah variabel acak pada periode 2
terungkap. Biarkan permintaan untuk periode 2 adalah 80 unit dan biaya pembelian untuk s2 untuk periode
waktu 2 adalah ($ 12, $ 10), maka kita harus membeli 81 unit dari sI dan O unit dari tingkat persediaan dan
untuk periode 2 adalah 100 unit. Strategi optimal untuk periode waktu 3 dapat diputuskan setelah variabel
acak pada periode waktu 3 terungkap. Biarkan permintaan untuk periode 3 adalah 100 unit dan biaya
pembelian pada periode waktu 3 dari pemasok s2 adalah ($ 10, $ 9), maka kita harus membeli 95 unit dari
sl dan membeli 0 unit dari s2 yang akan menghasilkan 95 unit dalam persediaan. Dari perbandingan antara
tingkat persediaan / persediaan dan tingkat persediaan referensi, dapat dilihat bahwa tingkat inventor / stok

produk mengikuti tingkat yang diinginkan dengan baik.

Untuk percobaan kedua, misalkan distribusi probabilitasnya Ué”z normal dengan mean 10 dan

varians 1 dan distribusi probabilitasnyaU{3 normal dengan mean 10 dan varians 2. Distribusi probabilitas

permintaan juga normal dengan mean 100 dan varians 10. Dari hasil, total biaya yang diharapkan adalah $

4445.
Simulasi Model 4.

Selanjutnya, diberikan percobaan numerik yang merupakan eksperimen numerik dalam lingkungan
deterministik dimana semua parameter diketahui dengan pasti, eksperimen numerik di lingkungan
probabilistik dimana parameter permintaan bersifat acak dan eksperimen numerik untuk tujuan analisis
sensitivitas. Masalahnya adalah sebagai berikut. Misalkan produsen memiliki tiga pemasok yaitu sl1, s2 dan
83 untuk memasok productspl, p2 dan p3. Biaya pembelian untuk setiap produk dari masing-masing
pemasok mempertimbangkan diskon seperti yang ditunjukkan pada Tabel 2. Misalkan tingkat persediaan
awal untuk setiap produk adalah O item dan biaya penahanan adalah $ 1/ unit / periode untuk p1, $ 2 / unit /
periode untuk p2dan $ 4 / unit / periode untuk p3. Akhirnya, kapasitas gudang maksimal 300 unit / periode
untuk pl, 250 unit / periode untuk p2 dan 250 unit / periode untuk p3. Pembuat keputusan menginginkan
agar tingkat persediaan / stok harus berada pada titik tertentu sedekat mungkin dengan tingkat referensi yang
diberikan dalam hasil simulasi masing-masing. Penulis menyelesaikan semua eksperimen numerik di

LINGO® 16.0 dengan OS Windows 8, prosesor AMD A6 2.7GHz dan Memori 4 GB.
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Misalkan permintaan beberapa produk tidak pasti. Penulis mendekati ketidakpastian ini dengan
distribusi probabilitas. Karena keterbatasan kapasitas komputer, penulis mengevaluasi model dengan jangka

waktu 3-kali-3, variabel acak hanya permintaan produk p; dengan dua sampel dimana distribusi probabilitas

untuk D, , vr e T diberikan oleh Tabel 8.

Tabel 5.12 Distribusi probabilitas untuk D, ;, vieT

Dy, VieT | Probabilitas

200 04
300 0.6

Misalkan nilai permintaan untuk masing-masing 200 unit untuk setiap periode waktu dan nilai
permintaan untuk p3 adalah 300 unit untuk setiap periode waktu. Parameter yang tersisa mengikuti masalah
pertama yaitu masalah saat permintaan sudah pasti. Penulis menyelesaikan masalah optimasi (5.23) di
LINGO 16.0 dengan menggunakan pemrograman probabilisticmulti-stage dimana kelas modelnya adalah

PIQP (pemrograman kuadrat murni kuadratik).

Tabel 5.13 Skenario untuk masalah dengan lingkungan probabilistik

Periode p ) Inventory (unit) Total

Skenario WT:;t" l;:'?:;t]??n Solusi P Probabilitas bia;zm
1 200 99 110 48

1 2 200 Gasr“:af 100 119 48  0.064 48838
3 200 - 90 120 37
1 200 99 110 48

2 2 200 Gambar 100 119 48 0.096 50837
3 300 5b 90 119 37
1 200 99 110 48

3 2 300 Gambar 100 120 48 0.096 50838
3 200 S 89 119 39
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Periode Inventory (unit)

. Permintaan . e Total
Skenario waktu (unit) Solusi Probabilitas bi )
P (uni 1aya
) Pi P2 P3
1 300 100 110 47
8 2 300 Gambar 100 120 48 0216 54838
3 300 S.d 90 119 38
E
=
2
: IREE < B o
=] §1 52 S3 S1 52 S3 S1 S2 S3 =] L
2 EF‘ 51 5253 515253515253
& 1 2 3 a £
w w = 1 2 3
% mX 0 20099 0 0201 0 O 190 %E Pl 020990 0200 0 29
§ mX 3100 02090 0210 0 § mP2 310 0200020 0
X 0 30048 0 50250 0 0 289 P2 03048 050250 O 28
PERIODE WAKTU PERIODE WKTU
(a) (b)
5 ig . R
= - 200
=i il 3 # bl A
é 51 52 53 51 52 53 51 52 53 g E S1 52 53 51 52 53 51 52 53
=
g 1 2 3 E =} 1 2 3
E mP1 0 2099 0 0 30 0 0 18 3 mPl 0 2010 0 0 30 O 0 29
EIPZ 31 0 0210 019 0 0O g P2 31 0 0210 0190 0
é P3 0 3048 0 5025 0 0 29 P3 0 3047 0 5025 0 0 29
PERIODE WAKTU PERIODE WAKTU
() (d)

Gambar 5.4. Solusi dari masalah dengan lingkungan probabilistik
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Gambar 5.5 Tingkat persediaan dan tingkat rujukan masing-masing produk

Pertama-tama, penulis mengevaluasi masalah ini hanya dalam 3 periode waktu dan (5.23)
menghasilkan 8 skenario seperti ditunjukkan oleh Tabel 5.7. Nilai fungsi objektif (5.23) adalah total biaya
yang diharapkan, yaitu jumlah perkalian probabilitas dari skenario dan total biaya skenario yaitu (0,064)
($ 48838) + (0,096) ($ 50837) + + + (0,216) ($ 54838) = § 52438. Berdasarkan skenario yang diberikan
pada Tabel 3, keputusan optimal pada suatu periode waktu dapat ditentukan setelah parameter acak untuk
periode waktu yang sesuai terungkap. Sebagai contoh, biarkan permintaan pl pada periode waktu 1 adalah
200 unit, maka keputusan optimalnya adalah membeli 310 unit p2 dari s1, 200 unit p1 dari s2, 300 unit p3
dari s2, 99 unit p1 dari s1 dan 48 unit p3 dari s3 (lihat Gambar 5a atau 5b atau 5c). Keputusan optimal untuk
periode 2 dan 3 dapat ditentukan setelah permintaan pl pada periode 2 dan 3 terungkap. Biarkan permintaan
p —1 pada periode waktu 2 adalah 300 dan 200 unit pada periode waktu 3 (lihat skenario 3). Kemudian,
keputusan optimal pada periode 2 adalah pembelian 210 unit p2 dari s1, 50 unit p3 dari s2, 301 unit pl dari
s3 dan 250 unit p3 dari s3 sedangkan keputusan optimal pada periode waktu 3 adalah pembelian 199 unit
dari p2 dari s1, 189 unit p1 dari s3, dan 291 unit p3 dari s3 (lihat Gambar 5.4c). Keputusan ini memberikan
(99,110,48) unit (pl, p2, p3) dalam penyimpanan pada periode waktu 1 dimana tingkat referensi adalah
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(10.110.50), (100,120,48) unit (pl, p2, p3) di penyimpanan pada periode waktu 2 dimana tingkat referensi
adalah (100,120,50), dan (89,119.,39) unit (pl, p2, p3) dalam penyimpanan pada periode waktu 3 dimana
tingkat persediaan referensi adalah (100.130,50) unit. Dapat diamati bahwa untuk periode 1 dan 2, tingkat
persediaan aktual untuk setiap produk ditutup sampai tingkat referensi. Untuk periode waktu 3, tingkat
persediaan aktual mengikuti tingkat referensi meskipun ada celah yang cukup besar di antara keduanya. Hal
itu disebabkan oleh periode waktu 3 adalah periode terakhir untuk optimasi. Oleh karena itu, model

diputuskan untuk tidak menyimpan produk dalam persediaan untuk periode yang akan datang.

Untuk mengetahui bagaimana perbandingan antara tingkat persediaan masing-masing produk dan
tingkat rujukannya, penulis mengevaluasi model tersebut selama 10 periode waktu dan hasilnya, yaitu
tingkat persediaan dan tingkat referensi diberikan oleh Gambar 6. Dari Gambar 6, dapat Terlihat bahwa
tingkat persediaan aktual setiap produk pada periode waktu 1,2, 4,5, 7, 8 dan 10 sangat mendekati tingkat
referensi, namun untuk periode waktu 3, 6 dan 9, tingkat persediaan aktual masing-masing produk cukup
jauh dari referensi. Penulis mengamati bahwa hal ini disebabkan oleh jumlah evaluasi periode waktu yaitu 3
periode waktu untuk setiap evaluasi model yang berarti memberikan asumsi bahwa model tersebut hanya

dioptimalkan untuk 3 periode waktu dan tidak ada optimalisasi setelah itu. .

Dampak Ketidakpastian Permintaan

Percobaan numerik terakhir digunakan untuk menganalisis dampak ketidakpastian permintaan
terhadap total biaya yang diharapkan. Misalkan ketidakpastian permintaan untuk setiap produk terdistribusi
normal dengan rata-rata 400 dan standar deviasi o>0. Penulis mengevaluasi model (5.23) dengan

o =10,20,50.100,200 dimana ukuran sampel masing-masing variabel acak adalah 2 sampel.

100000
95000
90000
85000
80000
75000
70000

Ekspektasi biaya total

5 10 20 50 100 200 300

Stardar deviasi permintaan

Gambar 5.6. Dampak ketidakpastian permintaan terhadap ekspektasi biaya total
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Dari Gambar 5.6, dapat dilihat bahwa total biaya yang diharapkan menjadi lebih besar jika tuntutan deviasi
standar menjadi lebih besar. Hal itu discbabkan oleh berbagai tuntutan ketidakpastian yang semakin

melebar.
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